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Hans Thirring 


zu seinem 70. Geburtstag am 23. Marz 1958 


HANS THIRRING ist in Wien geboren und aufgewachsen. Sein Vater 
war stadtischer Biirgerschullehrer, der zwar die Lehramtspriifung fiir 
Mittelschulen abgelegt hatte, ebenso aber wie mancher der Lehramts- 


kandidaten seiner Zeit die Anstellung an einer Mittelschule in abseh- 
barer Zeit nicht hatte finden kénnen. Der Sohn absolvierte das Sophien- 
gymnasium im zweiten Wiener Gemeindebezirke, wo er 1907 die Reife- 
priifung ablegte. 
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THIRRING begann 1907 an der Wiener Universitat Mathematik und 
Physik zu studieren und erwarb den Dr. phil. 1911 aus Physik. Aber 
schon Herbst 1910 war er Assistent am Institut fiir theoretische Physik 
der Wiener Universitat geworden, dessen Vorstand Fritz HASENOHRL 
war, der tragisch im ersten Weltkrieg 1915 den Heldentod starb. THIRRING 
publizierte zuerst Einzelarbeiten: ,,Die auf einem Kreisplattenkonden- 
sator durch eine elektrische Doppelschicht induzierte Ladung.* ,,EinfluB 
der Absorption im Innern eines radioaktiven Praparates auf die ausge- 
sendete Strahlung.‘’ ,,Die Selbstaufladung von Photozellen im Dunkeln 
und die Frage der aktiven Strahlung des Kaliums.‘* Dann aber folgte 
eine Reihe von Arbeiten zur Raumgittertheorie der spezifischen Warme 
von Born und KARMAN, wozu er von seinem Studienkollegen SCHRO- 
DINGER die erste Anregung erhalten hatte. Auf der Versammlung 
Deutscher Naturforscher und Arzte 1913 in Wien konnte THIRRING mit 
diesem Thema Aufmerksamkeit erregen, auch habilitierte er sich 1915 
auf Grund dieser Arbeiten. 

HASENOHRL war ein ausgezeichneter Lehrer und begeisterte eine 
groBe Zahl von Schiilern zeitlebens fiir die theoretische Physik. Sein 
Assistent THIRRING zog auch einen Kreis von Freunden um sich, aber 
za gemeinsamer Erholung. Damen und Herren trafen sich unter seiner 
Fiihrung zu gemeinsamen Ausfliigen in die Umgebung Wiens, zum 
Klettern im Fels oder zum Skilauf. In diesem Kreise erst hat auch der 
Schreiber dieser Zeilen das Klettern im Fels und das Skilaufen erlernt. 
Das vollzog sich durch kurze praktische Schulung ohne besondere 
Vorbereitung. So wurde auch der Englander Lawson, der nach Wien 
gekommen war, um am Radiuminstitut zu arbeiten, von THIRRING 
kurzerhand auf eine Skitour mitgenommen. Mit den Bretteln, die erst 
am Vortag gekauft waren, ging es Sonntags empor auf den Sonnwendstein 
und alsogleich mubte der neue Partner die Abfahrt nach Steinhaus am 
Semmering mitmachen. Die Fahrt konnte der Neuling nur durch Stiirze 
abbremsen, aber auch er kam wohlbehalten im Tale an. In den Sommer- 
ferien gab es langerdauernde Kletterfahrten in die Dolomiten, welche 
am Gardasee ihren AbschluB fanden. Der Schreiber dieser Zeilen denkt 
immer noch gerne an diese schénen Veranstaltungen THIRRINGs zuriick. 
Mit dem akademischen Gesangverein der Wiener Universitat machte 
THIRRING auch eine Reise in die USA mit. Er benutzte den AnlaB auch 
dazu, sich griindlich in die englische Konversation einzuarbeiten, was ihm 
dann sein ganzes Leben sehr zustatten kam. 

Als der erste Weltkrieg ausgebrochen war, muBte THIRRING im 
Janner 1915 zum Militardienst einriicken, ohne vorher schon ausge- 
bildet gewesen zu sein. Es war eine bittere Sache fiir einen fertigen 
Akademiker, so plotzlich unter die Fuchtel der Feldwebel zu kommen 
und gemeinsam mit viel jiingeren Leuten dem militarischen Drill 
unterworfen zu werden. Aber THIRRING verstand es bald, seine be- 
sonderen Fahigkeiten zur Geltung zu bringen, indem er kriegstechnische 
Erfindungen vorschlug, und so bereits Mitte Marz 1915 beurlaubt 
wurde, um die n6étigen Entwicklungsarbeiten durchzufiihren, die sich 
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so in die Lange zogen, da der Urlaub bis Kriegsende wahrte. Ein 
solcher Fall weiser Voraussicht, jeden Menschen dort einzusetzen, wo 
er voraussichtlich der Sache der Heimat am besten niitzt, war im ersten 
Weltkrieg noch wenig gebrauchlich. Man hat am Anfang jenes Krieges 
die jungen Mediziner im Frontdienst verbluten lassen und in den spateren 
Kriegsjahren an Arztemangel gelitten. Fritz HASENOHRL hat es als 
Unrecht empfunden, daB man nach seiner Verwundung an der Front 
die Ausheilung zum klaglosen Gebrauch seiner Glieder nicht abwartete 
sondern ihn vorzeitig wieder hinausschickte, trotzdem er sich freiwillig 
zum Kriegsdienst gemeldet hatte, zur Verteidigung von Tirol. THIRRING 
hat da groBes Gliick gehabt, und doch hat ihn das alles zum vélligen 
Knriegsgegner gemacht. 

Aber teils noch vor Kriegsende beschaftigte sich THIRRING mit neuen 
Problemen der theoretischen Physik. So publizierte er ,,Die Wirkung 
rotierender ferner Massen in der Einsteinschen Gravitationstheorie“ 
und ,,Die formale Analogie zwischen den elektromagnetischen Grund- 
gleichungen und den Einsteinschen Gravitationsgleichungen  erster 
Naherung’’. Von seinem mathematischen Kollegen J. LENSE und ihm 
erschien die Arbeit ,,EinfluB8 der Eigenrotation der Zentralkorper auf 
die Bewegung der Planeten und Monde nach der Einsteinschen Gravi- 
tationstheorie.’* Es sind interessante Arbeiten und der gesuchte Effekt 
konnte gerechnet werden, aber er war zu klein, um beobachtet werden 
zu kénnen. Dieses Ergebnis hat man nicht voraussehen kénnen. Ein 
prifbares Ergebnis ware ein Aufsehen erregender Erfolg gewesen; es 
gehédrt eben auch Gliick dazu, durch wissenschaftliche Arbeiten be- 
riihmt zu werden. Im iibrigen ist gerade 40 Jahre nach der Druck- 
legung der Arbeit von LENSE und THIRRING von russischer Seite her 
der Gedanke aufgeworfen worden, daB man die Wirkung des von diesen 
Autoren berechneten Rotationseffektes mdglicherweise an Bahnbe- 
obachtungen von kiinstlichen Satelliten priifen konnte, sobald diese 
einmal jahrelange Lebensdauer haben werden. THIRRING selbst steht 
dieser Méglichkeit skeptisch gegeniiber. 

Etwas spater schrieb THIRRING das Buch ,,Die Idee der Relativitats- 
theorie’‘, das bald eine Neuauflage erlebte und auch ins Englische und 
ins Schwedische iibersetzt wurde, es war eine populare Darstellung der 
Speziellen Relativitatstheorie. THIRRING konnte gut gemeinverstandlich 
schreiben und vortragen; seine Darstellung war immer gut disponiert 
und liickenlos logisch begriindet. 

Aus dieser ersten Zeit nach Beendigung des ersten Weltkrieges ist 
dem Schreiber dieser Zeilen auch eine gesellige Veranstaltung THIRRINGS 
in wunderbarer Erinnerung. Osterreich war ein Kleinstaat geworden, 
mit Bundeslandern, die sich absperrten gegen die Stadter; denn die 
Lebensmittel waren noch knapp. TuHIRRING bekam heraus, daB das 
Hotel Hochtauernhof, heute Alpenvereinshaus ,,Ammererhof‘’, am Ab- 
schluB des Rauristales in Kolm-Saigurn, seinen normalen Betrieb noch 
nicht aufgenommen hatte, da der Wirt in russische Kriegsgefangenschaft 
geraten war. Aber ein urwiichsiger alter Bergfiihrer WINKLER sorgte 
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dafiir, daB man primitiv nachtigen konnte. Dort verbrachten wir 
einige Wochen in den Sommerferien 1919 und 1920. Auch SMEKAL war 
damals mit uns. Schon vorher hatten wir Proviant hingeschickt, haupt- 
saichlich erhaltene Liebesgabenpakete. In der Hotelkiiche konnten die 
Damen herrlich Speisen zubereiten. Die Herren schafften Almprodukte 
aus der Umgebung herbei oder sammelten Schwamme und Beeren als 
weitere ZubuBe. Aber unsere Hauptbetaétigung waren Hochgebirgs- 
touren, im ersten Jahr, das noch im Sommer sehr schneereich war, auch 
Skifahrten im Gletschergebiet des Sonnblicks. Auch konnten wir baden 
im Fiebiger See, zu dem wir von unserem Quartier nicht weit empor- 
zusteigen hatten. THIRRING hat iibrigens einen jiingeren Bruder, einen 
Naturhistoriker und Mittelschullehrer von Beruf, der Gesellschaften 
gut zu unterhalten wuBte. Auch eine noch jiingere Schwester existierte, 
die aber bald nach dem ersten Weltkrieg nach Schweden heiratete. 

Schon wahrend der Kriegszeit hatte die Wiener Universitat sich 
bemiiht, das Institut fiir theoretische Physik nach HASENOHRLS Tod 
neu zu besetzen. Man suchte SOMMERFELD hiefiir zu gewinnen, der zu 
diesbeziiglichen Verhandlungen von Miinchen eigens nach Wien kam 
und im Hotel Hamerand in der Florianigasse Quartier nahm. Heute 
existiert das Hotel nicht mehr, statt dessen amtiert ein Finanzamt in 
diesem Haus. Es war verlockend fiir SOMMERFELD, gleich wie in Miinchen, 
auch in Wien ein Nachfolger BOLTZMANNs zu werden, aber die Verhand- 
lungen fiihrten zu keinem positiven Ergebnis. Uns HASENOHRL- 
Schiilern aber machte er vor seiner Abreise das Kompliment, Wien habe 
es nicht nétig, die Nachfolge HASENOHRLs von auswarts zu decken; es sel 
doch ein tiichtiger Nachwuchs da. Es wurde dann 1918 Gustav JAGER 
von der Technischen Hochschule in Wien berufen, die verwaiste Lehr- 
kanzel fiir theoretische Physik zu ttbernehmen, was er unter der Be- 
dingung annahm, da8 ihm fiir die moderne theoretische Physik THIRRING 
zur Seite gestellt werde. Als dann 1920 nach Riicktritt FRANz EXNERS 
vom Lehramt die Fakultaét wiinschte, daB JAGER dessen Lehrkanzel 
iibernehme, trat dieser die ihm besser zusagende Stellung an und schlug 
THIRRING zu seinem Nachfolger als Theoretiker vor. So wurde THIRRING 
1921 als Extraordinarius mit dem Institut fiir theoretische Physik der 
Wiener Universitat betraut. Im gleichen Jahr heiratete er auch. Im 
Jahre 1927 wurde THIRRING zum Ordinarius ernannt. 

Einstweilen hatte THIRRING weitere Publikationen im Anschlu8 an 
die Raumgittertheorie erscheinen lassen: ,,Atombau und _ Kristall- 
symmetrie“. ,,Die Valenzkrafte im Aufbau der Kristalle“. ,,.Die Kohasi- 
onskrafte des Diamanten‘'. Insbesondere aber schrieb THrRRING kriti- 
sche Abhandlungen zur Relativitaitstheorie: ,,Das Uhrenparadoxon in 


der Relativitatstheorie‘‘. ,,Ziele und Methoden der theoretischen 
Physik.“ ,,Bemerkungen zu einem Einwand gegen die spezielle 
Relativitatstheorie.“" ,,Empirische Grundlagen des  Prinzips der 
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit.‘ ,,Bemerkungen zur Arbeit 
TOMASCHEKS tiber die Aberration.“ — ,,Kritische Bemerkungen zur 


Wiederholung des Michelsonsversuchs auf dem Mount-Wilson.‘‘ _,,Prof. 
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MiiteERs ether drift experiments.‘‘ ,,Neuere experimentelle Ergebnisse 
zur Relativitatstheorie.‘* Durch die Vorlesungstatigkeit angeregt hat 
THIRRING publiziert: ,,Tensoranalytische Darstellung der Elastizitats- 
theorie.“‘ Als das Handbuch von GEIGER und SCHEELerschien, iibernahm 
THIRRING die Redaktion der Bande III und IV. Auch bearbeitete er 
selbst die Kapitel ,,Elektrodynamik bewegter Kérper und spezielle 
Relativitatstheorie sowie ,,Begriffssystem und Grundgesetze der Feld- 
physik.* 

In der Zeit nach dem ersten Weltkrieg machten auch sogenannte 
parapsychologische Phanomene in Wien viel von sich reden, Insbe- 
sondere wurde iiber die Briider WILLI und RupI SCHNEIDER berichtet, 
daB sie als ,,Medien“ im Dunkeln merkwiirdige Fahigkeiten entwickeln, 
wenn sie in einen ,,Trancezustand“ verfallen. Diese Erscheinungen 
sollte em Untersuchungsausschu8 hauptsachlich aus Universitats- 
professoren priifen, dem auch THIRRING angehérte. THIRRING widmete 
dieser Angelegenheit sehr groBes Interesse und stellte sein Universitats- 
institut fiir die nétigen Experimentaluntersuchungen zur Verfiigung. 
Ein positiver Beweis fiir die Existenz dieser Erscheinungen konnte 
nicht erbracht werden, THIRRING vertrat auch im Ausland in Wort 
und Schrift die Uberzeugung, da8 auch die Nichtexistenz dieser Phano- 
mene nicht bewiesen wurde. 

THIRRING hat in diesen Zeiten auch physikalische Arbeiten nicht 
theoretischer Natur ver6ffentlicht: ,, Neue Apparate fiir Lichttelephonie.”’ 
,oelenzellen und Lichttelephonie.““ Spater: ,,Neue Fortschritte auf 
dem Gebiete der Selenzellentechnik.“ ,,Lichttelephonie als Wegbe- 
reiter des Tonfilms.“’ ,,Manifacture of Selenium Cells.“ ,,Photowider- 
stande*‘ mit O. P. Fucus. Diese Arbeiten leiten sich her aus THIRRINGS 
kriegstechnischer Bestaétigung im ersten Weltkrieg. Sein Lehrer 
HASENOHRL hatte ihn fiir die theoretische Physik begeistert. Die 
kriegstechnischen Arbeiten hatten ihn zum technischen Physiker ent- 
wickelt und neue Interessen in ihm wachgerufen, die ihn auch nach 
Kriegsende in steigendem MaBe beherrschten. Die Industrie zeigte nach 
dem ersten Weltkrieg wachsenden Bedarf an Physikern, so daB sich 
die Technischen Hochschulen gezwungen sahen, Physiker mit ingenieur- 
maBiger Einstellung auszubilden und eine Studienabteilung fiir tech- 
nische Physik zu griinden. THIRRING entwickelte sich mehr und mehr 
zu einer Arbeitsrichtung, die einem Civilingenieur der technischen 
Physik zukommt. Die Photozellen, die THIRRING fiir seine kriegs- 
technischen Arbeiten brauchte, konnte man im Kriege nicht kauflich 
erwerben; so baute er als Ersatz Selenzellen eigener Konstruktion 
selber, die er systematisch verbesserte. Da sich nach dem Kriege Bedarf 
nach diesen Selenzellen zeigte, setzte er die Erzeugung fort und trat 
in diesbeziigliche Geschaftsverbindungen, was auch Geschaftsreisen 
ins Ausland mit sich brachte, THIRRING nahm Patente auf Erfindungen, 
entfaltete eine ausgedehnte Gutachtertatigkeit und beteiligte sich an 
Gesellschaften zur Auswertung von Erfindungen. So konnte er auch 
sein Lebensniveau heben, was ihm bei den maBigen Anfangsbeziigen 
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eines Professors sehr zustatten kam. Die allgemeine Wirtschafts- 
depression jener Zeit wirkte sich allerdings ungiinstig aus. 

Schon mit seinen Eltern war THIRRING immer nach Kitzbiihel in 
die Sommerfrische gegangen und er blieb diesem Ort als Sommergast 
treu. Aber auch im Winter weilte er gerne in diesem Ort, um insbesondere 
am Hahnenkamm Ski zu laufen. Aber auch dabei regte sich sein Er- 
findergeist. Er nahm ein Patent auf eine Skibindung, die wohl als erste 
mit Stahlseil und Federn arbeitete und lange Zeit als Thirringbindung 
im Handel war. Am originellsten ist aber seine Erfindung des Thirring- 
mantels, der bei der Skiabfahrt Fliigel auszuspannen gestattete, wo- 
durch die Bretteln teilweise entlastet wurden und eine Art Schwebelauf 
zustande kam. THIRRING konnte sich damals ein Auto halten, aber 
auch das regte ihn zu einer Erfindung an; er nahm Patente auf eine 
relativ einfache Vorrichtung zur Warmhaltung von Verbrennungs- 
motoren wahrend der Betriebspausen. 

Als nun die unruhigen Zeiten vor dem zweiten Weltkrieg heran- 
kamen, entwickelten die Friedensvereine erhéhte Tatigkeit; THIRRING 
wirkte dabei in hervorragender Stellung mit. Das hatte zur Folge, dab 
THIRRING nach der Besetzung Osterreichs im Jahre 1938 von seinem 
Lehramt alsogleich enthoben und spater pensioniert wurde. Bald aber 
hatte THIRRING einen Mitarbeitervertrag mit der Elin A.G. in Wien 
als wissenschaftlicher Berater. Er hat damals auch den ersten und 
bisher einzigen in Osterreich hergestellten Zyklotronmagneten konstruiert 
und von diesem Modell wurden zwei Exemplare gebaut und nach Berlin 
geliefert, wo sie bei Kriegsende den Russen in die Hande fielen. Ab 1942 
aber war THIRRING dann wissenschaftlicher Berater des Réhren- 
laboratoriums von Siemens & Halske in Wien. 

Bald nach Beendigung des zweiten Weltkrieges konnte THIRRING 
seine Lehrtatigkeit in theoretischer Physik an der Wiener Universitat 
wiederaufnehmen. Als ausgezeichneter Lehrer bildete er schon immer 
eine stattliche Anzahl von Schiilern heran, die sich spater als akademische 
Lehrer oder in der Industrie sehr bewahrt haben. Aber THIRRING fiihlte 
sich noch zu einer besonderen Mission berufen, den Menschen nach 
Beendigung des schrecklichen Krieges ins Gewissen zu reden, von dem 
Unfug des Kriegfiihrens einfiirallemal abzulassen, indem er ein Buch 
schreibt: ,,Homo sapiens, Psychologie der menschlichen Beziehun- 
gen. ,,Dem Andenken BERTA SUTTNERS gewidmet‘. Die ersten 
Vorbereitungen fiir dieses Vorhaben hatte er schon in den letzten 
Kriegsjahren begonnen. Von seinen beiden Séhnen ist der jiingere 
WALTER THIRRING heute schon ein moderner theoretischer Physiker 
von ausgezeichnetem Ruf, der in der Welt bereits viel herumgekommen 
ist, der altere aber, HARALD THIRRING, ebenso begabt,war im Kriege 
und auch nachher verschollen. Nach dem vielen Leid, das der Krieg 
iiber die Menschen gebracht hatte, erhoffte sich der Vater dieser Séhne 
eine besondere Wirksamkeit der Weltfriedenspropaganda. Schon im 
Wintersemester 1945/46 hat THIRRING an der Innsbrucker Universitat 
Vorlesungen tiber den Inhalt des geplanten Buches gehalten und auch 
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seine Lehrtatigkeit an der Wiener Universitat mit diesen Vorlesungen 
im Sommersemester 1946 begonnen. 

Aber das Erscheinen des geplanten Buches zog sich in die Lange. 
Bald erschien zunachst, auch in Esperanto: ,,Der Weltfriede als psycho- 
logisches Problem. Vorrede zu einer Psychologie der kulturellen Ent- 
artungserscheinungen.’* Dann kam heraus: ,,Anti-Nietzsche, Anti- 
Spengler. Gesammelte Aufsatze und Reden zur demokratischen Er- 
ziehung. Die erste Broschiire war urspriinglich als Vorrede zum ,,Homo 
sapiens gedacht, in der die Grundgedanken zusammengefaBt sind, 
die zweite, schon umfangreichere, enthielt bereits einzelne Kapitel des 
vorbereiteten ,,Homo sapiens. Von diesem Buch erschien schlieBlich 
zuerst ein Band I, ,,Grundlagen einer Psychologie der menschlichen 
Entartungserscheinungen“, und dann noch ein Band II, ,, Vom Nationa- 
lismus zum Weltbiirgertum‘’. Mittlerweile hatte sich schon herausge- 
stellt, daB nur der blutige Krieg beendet, die Welt aber nicht befriedet 
war; ein eiserner Vorhang mitten durch Europa spaltete die Welt, und 
der ,,Osten‘’ und der ,,Westen fiihrten einen ,,kalten Krieg‘‘ weiter. 
Die Weltfredenspropaganda wurde im ,,Westen“ als eine Waffe des 
,,Ostens verdachtigt, mit welcher der hermetisch sich abschlieBende 
,Osten den Wehrwillen des ,,Westens untergraben wolle, um die 
Oberhand zu gewinnen. So riskierten auch Idealisten der Weltfriedens- 
idee, durch ihre Propaganda in den Verdacht zu kommen mit dem Osten 
zu sympathisieren. Es zeigte sich auch, das THIRRING, der schon bei den 
Nationalsozialisten auf einer schwarzen Liste gestanden war, in den USA 
dann ein analoges Schicksal erfahren haben muBte. 

THIRRING hatte aber mittlerweile die Uberzeugung gewonnen, daB 
mit dem Inerscheinungtreten der Atomwaffen die Kriegstechnik bereits 
jenes Stadium erreicht habe, welches durch zu groBes Risiko fiir An- 
greifer und Verteidiger die V6lker davon abhalten werde, je wieder 
Krieg zu fiihren. Mit Eifer ging er daran, aufklarend auf diesem Gebiete 
zu wirken und fiir die friedliche Verwertung der Atomenergie einzu- 
treten. Schon ein Jahr spater als die ersten Atombomben in Japan 
gefallen waren, erschien THIRRINGs Broschiire: ,,Die Geschichte der 
Atombombe. Mit einer elementaren Einfiihrung in die Atomphysik auf 
Grund der Originalliteratur gemeinverstandlich dargestellt‘*. Um diese 
Zeit wurde THIRRING auch korrespondierendes Mitglied der Oster- 
reichischen Akademie der Wissenschaften in Wien. Eines der letzten 
Kapitel in Turrrincs ,,Geschichte der Atombombe” ist betitelt ,,Die 
Superatombombe“‘, das die Wasserstoffbombe behandelt, lange bevor 
sie wirklich hergestellt wurde. Als man in USA spater die Herstellung 
der Wasserstoffbombe wirklich in Angriff nahm, waren die Beteiligten 
zur strengsten Geheimhaltung der Einzelheiten verpflichtet. Ein 
amerikanischer Senator, dem Vorwiirfe gemacht wurden, weil er durch 
Mitteilungen iiber die Wasserstoffbombe angeblich militaérische Ge- 
heimnisse preisgegeben hatte, konnte sich durch Berufung auf die viel 
frither publizierten Darlegungen THIRRINGs rechtfertigen, da das von 
ihm angeblich preisgegebene Geheimnis in THIRRINGs Buch langst zu 
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lesen war. Die Industriellen der USA lieBen THIRRING zu einem Vortrag 
iiber die Wasserstoffbombe nach Amerika kommen, da die dortigen 
Sachverstandigen wegen der Schweigepflicht dazu nicht zu gewinnen 
waren. Als Warner bestatigte sich THIRRING auch in einem weiteren 
Buch ,,Atomkrieg und Weltpolitik‘’ und in seinem Artikel ,,AusmaB 
einer radioaktiven Verseuchung durch die Spaltprodukte des U?". 
Aber auch die theoretische Physik ist unter den damaligen Verdéffent- 
lichungen THIRRINGs vertreten. So erschien von ihm: ,,Vorlesungen 
iiber theoretische Physik, Band I.“‘ Auch sein Buch, ,,Die Idee der 
Relativitatstheorie‘, brachte er verbessert und erganzt in dritter Auf- 
lage heraus. 

Dann aber galt THrrrincs Interesse immer mehr der Gewinnung 
der Atomenergie fiir friedliche Zwecke, der biologischen Wirkung der 
radioaktiven Strahlung, der ErschlieBung weiterer Energiequellen wie 
Sonnenstrahlung und Wind. Er reiste in der Welt herum um sich an 
diesbeziiglichen Kongressen zu beteiligen. THIRRING schrieb ein Buch 
,Atomphysik in gemeinverstandlicher Darstellung, das eine Er- 
weiterung seines Beitrages ,,Einfiihrung in die Atomphysik’’ zu dem 
Buche ,,Die industrielle Anwendung radioaktiver Isotopen“’ von HEIMO 
Harpunc-Harpune darstellt. THrrRING veréffentlichte den Artikel 
, Rohstoffprobleme in der Reaktortechnik“’, ferner erschien aus seiner 
Feder das in England verlegte Buch: ,,Power production. The practical 
application of world energy“. Daneben lie8 THIRRING aber von seinen 
Bemiihungen nicht ab, fiir MaBnahmen einzutreten, den Friedens- 
willen der Menschen zu fordern. Er reiste in der Welt herum und hielt 
diesbeziigliche Vortrage. Er schrieb das Biichlein ,, Die Kunst des mensch- 
lichen Zusammenlebens und den Aufsatz,, Zur Frage der Studienreform 
an den Hochschulen.” 

Diese Betatigungen brachten THIRRING Ansehen in der Welt-. 
offentlichkeit. Er spielte eine besondere Rolle bei der Programmge-: 
staltung der fiinften Weltkraftkonferenz Wien 1956 und war General-- 
berichterstatter der Abteilung K: ,,Sonstige Energiequellen und Sonder-. 
verfahren zur Nutzbarmachung von Energiequellen.‘’ Dann war er 
Osterreichischer Delegierter bei der ersten Generalversammlung der 
Internationalen Atomenergiebehérde Wien 1957. Auch politische An-- 
erkennung fand THIRRING, indem er Bundesrat des Bundeslandes Wien} 
wurde. 

L. Framm, Wien} 


Zum Stabilititsproblem der Poiseuille-Strémung 


Von 


Theodor Sexl und Kurt Spielberg 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Wien 


(Eingegangen am 7. September 1957) 


Zusammenfassung 


Nach einer Besprechung der Grundlagen der Stabilitatsrechnung im allge- 
meinen, wird im besonderen die PoIsEUILLE-Str6mung behandelt. Im allgemeinen 
werden die Gedankengange einer friiheren Arbeit eines der Autoren beibehalten. 
Jedoch wird die Lésung der Gleichung (5), welche fiir die Auswertung der Rand- 
bedingungen n6tig ist, bzw. bei einer Integration iiber den Rohrquerschnitt be- 
kannt sein mu8, einer genaueren Untersuchung unterzogen. Hierbei werden 
asymptotische Entwicklungen der Wuittakerschen konfluenten hypergeome- 
trischen Funktion verwendet. 

Der Stabilitatsbeweis wird durch Integration tuber den Rohrquerschnitt bis 
zu einer Nullstelle des Realteils der Funktion g(r), bzw. durch Integration der Be- 
dingungsgleichung gefiihrt. Aus der Stabilitat der PorsEUILLE-Str6mungen gegen- 
uber St6rungen mit kleinem Anfachungsfaktor c; kann auf allgemeine Stabilitat 
gegeniiber kleinen St6rungen zweidimensionaler Art geschlossen werden. Eine 
etwaige Instabilitat bei groBen Anfachungsfaktoren kann durch exakte Inte- 
gration der Randbedingungsgleichung ebenfalls ausgeschlossen werden. 

Eine weitere Arbeit soll der Besprechung dreidimensionaler Storungen ge- 
widmet werden. Es wird unter anderem gezeigt werden, da8 das Theorem von 
SourrE, demzufolge bei kartesischen Problemen die dreidimensionalen Stérungen 
den zweidimensionalen untergeordnet werden k6nnen, im rotationssymmetrischen 
Fall nicht gilt. Auch damit erweist sich, daB die PoIsEUILLE-Str6mung ein durch- 
aus selbstandiges, fiir die Turbulenzforschung bedeutsames, Problem aufwirft. 


1. Einleitung 


Die vorliegende Arbeit behandelt den Umschlag einer POISEUILLE- 
schen Strémung, das heiBt einer Stromung mit der parabolischen Ge- 
schwindigkeitsverteilung W = 1 — 7’, in einem kreiszylindrischen Rohr 
von dem laminaren in den turbulenten Stroémungszustand. Sie bedient 
sich hierbei der Methode der ,,kleinen Schwingungen“, welche schon 
seit Jahrzehnten die Grundlage fiir fast alle Stabilitatsuntersuchungen 
liefert. 

Als Ausgangspunkt werden fiir derartige Arbeiten die STOKEs- 
Navierschen Differentialgleichungen genommen, welche den Zusammen- 
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hang zwischen Druck und Geschwindigkeitszustand einer inkom- 
pressiblen Fliissigkeit der Dichte 9 und der Zahigkeit » angeben. 


i! 
08 og sat eet ae eet (1) 
at 0 @ 


Die Geschwindigkeitskomponenten gehorchen noch, infolge der vor- 
ausgesetzten Inkompressibilitat, der _Kontinuitatsgleichung : 


divv =0. (2) 


Fiir die praktische Rechnung bringt man diese Gleichungen auf eine 
dimensionslose Form, indem man die Geschwindigkeitskomponenten 
auf die Maximalgeschwindigkeit der Hauptstr6mung W,, und die 
Koordinaten auf eine charakteristische Dimension des betrachteten 
Problemes L (hier auf den Rohrdurchmesser) bezieht, sowie die bekannte, 
fiir den Strémungszustand charakteristische REyNoLDsche Zahl, 


Week 


R= 


v 
den Gln. 1 und 2 einfach o = 1 und y= R“ setzt. 

Die einfachsten strengen Lésungen des Systems 1+ 2 sind die 
CouETTE-Strémung v = {0, 0, y} fiir cartesische Koordinaten und die 
PoIsEUILLE-Strémung v = {0,0,1—~y7?} fiir Zylinder-Koordinaten 
(7,@, 2). Es ist aber aus der Praxis bekannt, da diese, und andere, 
laminar wohl ausgebildete Stro6mungsformen, bei groBen REYNoLDschen 
Zahlen zur Turbulenz neigen. 

Diesen Vorgang deutet man nach der Methode der kleinen Schwin- 
gungen als ein unbegrenztes Anwachsen zufallig vorhandener kleiner 
St6rungen der Hauptstr6mung. Man nimmt also die Existenz eines 
Stérungsgeschwindigkeitsfeldes v = {w, v, w} an und versucht das zeit- 
liche Verhalten dieser, der Hauptstrémung tiberlagerten, St6rungen aus 
den Differentialgleichungen und den Randbedingungen, in Abhangigkeit 
von der REyNotDschen Zahl, zu ermitteln. Hierbei werden Quadrate 
und Produkte der Stérungskomponenten als infinitesimal vernachlassigt, 
so daB aus den nicht-linearen StToKes-Navierschen  Differential- 
gleichungen fiir die mathematische Analyse zuganglichere lineare: 
Differentialgleichungen entstehen. 

Die kleinen St6rungen w; sind i. a. Funktionen der drei Koordinaten 
und der Zeit. Zur besseren mathematischen ErfaBbarkeit zerlegt 
man sie jedoch in ihre FourtER-Komponenten w;(y) e~ (%*+84— ae?) 
ac=y (bei kartesischen Koordinaten), bzw. u;(r) e~"*#+8r—2e) (bei 
Zylinder-Koordinaten), wobei « und £ reell sein sollen, aber c und wu; 
notgedrungen komplex sein miissen, um ein zeitliches Anwachsen oder 
Abklingen der Stérungen darstellen zu kénnen. Aus dem zeitlichen Ver-.- 
halten der FourrER-Komponenten wird schlieBlich auf das Stabilitats-. 
verhalten der Stérungen und der gesamten Strémung geschlossen. 

Das Stabilitatsproblem ist dann als véllig gelést zu betrachten, 
wenn man, bei gegebener Hauptstrémung, den fiir den zeitlichen Ablauf| 
maBgebenden Imaginarteil des Parameters y(y;) als Funktion von) 


einfiihrt. Dies lauft formal darauf hinaus, daB man in 


d 
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a, Bund Rk kennt. Jene ReyNo.pDsche Zahl, bei welcher einzelne Partial- 
stérungen unbegrenzt anzuwachsen beginnen, nennt man die kritische 
Reynotpsche Zahl. Im allgemeinen ist dann bei gréBeren REYNOLD- 
schen Zahlen die Strémung erst recht als instabil zu betrachten. Doch 
hat sich gezeigt, daB es umgekehrt nicht angeht, aus der Stabilitat im 
reibungslosen Fall, bei dem man fiir die Rechnung nur die mit R als 
Koeffizienten behafteten. Glieder beriicksichtigt, auf eine allgemeine 
Stabilitat zu schlieBen. Offenbar ist im allgemeinen ein Hinweglassen 
von Gliedern der Differentialgleichung wesentlich bedenklicher als eine 
entsprechende Vernachlassigung in den Loésungen der Differential- 
Gleichung. 

Teils berechtigt, teils nur notgedrungen, beschrankt man_ sich 
im allgemeinen auf zweidimensionale Stérungen, indem man in 
beiden Fallen den Parameter £ gleich Null setzt. Man spricht dann bei 
der POISEUILLE-Strémung von achsial-symmetrischen oder rotations- 
- symmetrischen Stérungen, je nachdem ob man auch v (die Geschwindig- 
keitskomponente in der g-Richtung) als Null annimmt oder nicht. 
Die Kontinuitatsgleichung 1aBt sich durch die Ansatze 


Ai oy pee oy a= —tax— act) 
ene eee ae y = oly) e 
bzw. 
‘= 1 a(ry) 7) — 1 ary) a —1t(az— act) 
ite RSet GS PAM 8) 


befriedigen und man erhalt nach Elimination des Druckes die gew6hn- 
lichen Differentialgleichungen: 


y"” — 202g" — akg = —iaR{W —0) (y" ay) — Wg} 
bzw. 
2 Saad 3 wt 3 , yf 
ett . 4 £ 5 2 0% Q”" a5 2 2 e+ at — 
ee i one ” p 2 aan us | , 4 
= FON as : 2g} ( : Pf (4) 


Im Verein mit den jeweils vorliegenden Randbedingungen (Ver- 
schwinden der Geschwindigkeitskomponenten an den Wanden des 
Systems, bzw. Regularitat derselben in der Rohrmitte, y = 0) entstehen 
somit Eigenwertprobleme, die nur fiir geeignete Parameterwertepaare, 
das heiBt also (bei gegebenem F und «) fiir bestimmte Werte von c, 
Lésungen besitzen. 

Die Lésung der Differentialgleichungen selbst st6Bt im allgemeinen 
auf groBe Schwierigkeiten. Immerhin konnten aber im Géttinger Kreis 
_(PRANDTL, TOLLMIEN, SCHLICHTING) verschiedene Geschwindigkeits- 

profile fiir groBe REyNoLpDsche Zahlen erfolgreich behandelt werden [2]. 
Auch die CovEeTTEe-Strémung wurde haufig untersucht (z. B. [3]) und 
war auch in letzter Zeit wieder Gegenstand einer Anzahl von Arbeiten 
(W. Wasow, man vergleiche auch [1)). 
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Interessanterweise aber wird gerade die wichtige Rohrstrémung, 
welche zuerst von TH. SEXL bearbeitet wurde [5 und 6], im Schrifttum 
nur ganz unzureichend behandelt und haufig auch in vdllig ungerecht- 
fertigter Weise als Analogon zur CoUETTE-Strémung abgetan. Im folgen- 
den soll daher ein Uberblick iiber die bei der PoIsEUILLE-Strémung auf- 
tretenden Probleme und ein Versuch zu ihrer Bewdltigung gegeben 
werden. 


2. Achsialsymmetrische Stérungen der Poiseuille-Strémung 


Sowohl bei der CovuETTE-Strémung (W’’ = 0), als auch bei der 
PoIsEUILLE-Strémung (W” — l/r W’ = 0), laBt sich die Differential- 
gleichung vierter Ordnung in ein System zweier Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zerlegen. Das Eigenwertproblem fiir die POISEUILLE- 
Strémung lautet ([5], S. 839): 


. 1 
ee ee ol es Ome 


vt 1 , vA 
c= tee ee 


7(9) =~) =9, = (0) = (1) = 0 (5) 


Ein Strich bedeutet wie tiblich, Ableitung nach der unabhangigen 
Veradnderlichen, in diesem Fall 7. 

In [5] wurde schon 1927 auf Grund dieser Gleichungen ein Nachweis 
der Stabilitat fiir den Fall groBer REyNorDscher Zahlen erbracht. Man 
geht hierzu von der mit 7~? multiplizierten Gleichung (5 a) aus, welche 
gleichbedeutend ist mit den zwei reellen Gleichungen: 


he _ gi 
ae b 2 
Ae a Sa ca y Up eae ny 


1 oe 5 gr 3 oe 
Pat fon) ye Se es 7i/ 2 iS : 2 : 
o Al y y eoan ioe Lists y | a9 a 7 (6) 


Nun multipliziert man die erste der beiden Gleichungen mit g,/r, 


die zweite mit g,/r, addiert beide und integriert iiber den Rohrquer- 


schnitt. 
ce 
VSG bod Vr Vv vy \ 7 an 
(ie (0) 
&\" 4 (8) lard (7) 
Y Vy a 
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Oder unter Verwendung des GREENschen Satzes: 


Lo 2x 


1 Bee Oey Bs: OF; 1 stir A: ge’ \? 
R iE or y2 or es F 7 * 1 a er 
Rand 0-0 


Ua ve 


Co aiffiey-elbee 


Aus dem offensichtlich positiven Charakter der beiden Flachen- 
integrale folgt jedoch sofort, daB — y; + «?/R <0 ist, sofern das 
Linienintegral 


1 [|e % , & e| , 2 , 

R | be er | 72 Or oer. [Sr Sr + 818i rat CO) 
langs des Rohrumfanges verschwindet, oder doch einen kleineren Beitrag 
liefert als der zweite Term auf der linken Seite. In diesem Fall aber 
ist y; positiv und die PoIsEUILLE-Strémung stabil. 

Somit ist eine hinreichende Bedingung fiir Stabilitat gegeben durch: 


[Sr Br’ + 8: 8i ly = Zs (g,? + g.7)|,-1 = 0 (10) 

Eine geniigend genaue Kenntnis der ganzen transzendenten Lésung 
g(r) von Gl. (5a) miiBte also nach Gl. (10), oder genauer nach Gl. (8) 
volligen AufschluB iiber den zeitlichen Ablauf der achsensymmetrischen 
Stérungen vermitteln. Angesichts der Tatsache, daB diese Losung der 
Lapraceschen (oder auch konfluenten hypergeometrischen) Differential- 
gleichung (5 a) ([6, 5], S. 843) wohl formal angegeben, aber sehr schwer 
ausgewertet werden kann, wurde in [5] aus den Randbedingungen in 
Verein mit Gl. (5 b) die Bedingungsgleichung 

1 


| Jx(ta7) g(r) dr =0 (td) 
° 

entwickelt, welche fiir groBe REyNoLDsche Zahlen, oder besser fiir 
groBe Werte von « R, Einblick in das Verhalten von g(1), g’(1) gewahrt. 
Es ist namlich J,(? « 7) eine, bis auf einen konstanten Faktor, monoton 
von Null ansteigende, und g(7v) eine in der Nahe des Nullpunktes von 
y wie 7? verschwindende Funktion, so daB im allgemeinen die Beitrage 
an der oberen Grenze des Integrals in Gl. (11) ausschlaggebend sind. 

Wie in [5] ausgefiihrt ist, kann das in Hinblick auf « R asymptotische 
Verhalten von g(r) durch eine Linearkombination der beiden formalen 
Partikularintegrale von Gl. (5 a) 
Ape ae) \=iaR(W—c) ar 
ae ae f=r—cpa Bee (12) 
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dargestellt werden, wobei allerdings die Verbindungskonstante C 
(s. weiter unten), welche einen bestimmten Wert haben muB, unbe- 
kannt bleibt. 

In bezug auf « kann man zwei Falle unterscheiden. Ist zunachst « 
sehr groB, so wachst J,(i«7) unabhangig vom Vorzeichen von « fir 
y > 1 sehr stark an, so daB die Gl. (12) sicher nur fiir g(1) ~ O erfiilt 
werden kann. Fiir relativ kleine « kann man aber die Integration auf 
die rasch verdnderlichen Exponentialglieder beschranken (oder aber 
eine partielle Integration durchfiihren und Glieder mit R~* vernach- 
lassigen) und erhalt 
1 1 

—iaR(W—c)dr — { /=iaRW oar 

 Shitos = PL 7 S562 j . i) (13) 

oN Jia | 

Wie man sich jedoch leicht iiberzeugen kann, ist diese Gleichung, 
unter Voraussetzung der analogen Vernachlassigungen, gleichbedeutend 
mit der Bedingung g’(1) = 0. 

In beiden Fallen verschwindet der Ausdruck 9, so daB bei den ge- 
machten Vernachlassigungen die POISEUILLE-Strémung als stabil zu 
betrachten ist. (Im Hinblick auf zweidimensionale Stérungen.) 

Das Problem wurde 1947 von PEKERIS [8] wieder aufgegriffen und 
teilweise in sehr ahnlicher Weise behandelt. Im Gegensatz zu SEXL 
betrachtet er auch explizit den rotationssymmetrischen Fall (v = 0), 
fiir welchen man leicht das System 


—iaRW —1)6 =6" ——G' —aG 


G0) = 60 o== (14) 


erhalt. 

Natiirlich ist derselbe Beweis wie oben anwendbar, und man erhalt, 
da die Randbedingung G(1) = 0 hier gegeben ist, Stabilitat. 

In bezug auf achsensymmetrische Stérungen verwendet PEKERIS 
ebenfalls die Gln. (5) und (11), versucht jedoch aus Gl. (11) direkt Auf- 
schluB iiber c; zu erlangen. Fiir kleine « R gelingt dies mit Hilfe eines 
Potenzreihenansatzes fiir c und g(r)/r. Auch hier stellen sich die 
Stérungen als abklingend heraus. 

Auch im physikalisch wesentlich wichtigeren Fall groBer a R ver- 
sucht PEKERIS eigene Wege zu gehen, da er den oben angefiihrten 
Beweis wegen der Unbestimmtheit von C fiir unvollstandig halt. Wenn 
wir ihn richtig verstehen [S. 291 letzte Zeile sollte wohl heiBen: 
g*(1)’'Z,(«) und nicht g*(1) Z,(«)], meint er, daB die angendherte Inte- 
gration fiir bestimmte C Werte versagen kénnte. g(v) kénnte in der 
Umgebung von 7 = 1 entweder vom positiven oder aber vom negativen 
Exponentialterm allein dargestellt werden, wobei sogar ,,g(1) tatsachlich 
verschwinden“ kénnte. Anscheinend wurde hierbei iibersehen, daB auch 
g(1) = 0 fiir Stabilitat hinreichend ist. : 
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Ist z. B. C so beschaffen, daB der positive Term iiberwiegt, so ist, 
je nach dem Vorzeichen des Realteils der Hochzahl, entweder g(1) = 0 
oder aber relativ groB, so daB die partielle Integration zu recht besteht 
und auf g’(1) = 0 fiihrt. Uberwiegt der negative Term, so gilt dasselbe 
in umgekehrter Reihenfolge. Im iibrigen ist jedoch eine genaue Kenntnis. 
von g(7) durchaus erwiinscht, so daB auf diese Schwierigkeiten weiter 
unten noch naher eingegangen werden soll. 

PEKERIS versucht g(7) durch die asymptotische Darstellung einer 
konfluenten hypergeometrischen Funktion zu ersetzen. Gl. (5a) laBt 
sich namlich durch die Substitution 


z=|iaRr, K=——JiaR 


— ies ak 
7 ViaR (15) 


in die Differentialgleichung 


dg dae | Pes | 
dz? : ta 4 Sie uo 


tiberfiihren, deren Lésung als die WHiTTAKERsche Funktion Mx(z) be- 
zeichnet wird. 


anak leg 
g=Mxipl); z=Viak?r, K~—— ViaR (17) 


Gl. (11) lautet dann: 


1 
[ 74 a7) Mx 1)2(z) dr = 0 
i) 


oder 
1 

[nz r) Mx ro (ViaRr®) dr =0, 

0 
wobei 

{| 
AM x, 1/2(2) = Te Mx,1)2(2) 

ASU. 


In [8] wird an Stelle von (15) die Transformation z = r? verwendet, 
worauf man eine Lésung durch die KuMMeErRsche Funktion ,F, erhalt. 
Die hier verwendete Formulierung ist fiir unsere Zwecke etwas einfacher. 
Der Zusammenhang zwischen den Funktionen lautet: 


1 
wa (1 as IK, 2; 2) — a gale M x, 1)/2(2). (18) 


PEKERIS versucht nun diese Lésung asymptotisch nach z (also fiir 
groBe « R) darzustellen, in der hier verwendeten Schreibweise durch 


: K(K+1 
AM x, 1/2(2) a el Sait g—K ef at oe aoteg | 


1g eee sg: 7) 
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und kommt, auch wieder unter ausschlieBlicher Beriicksichtigung der 
oberen Grenze des Integrals von Gl. (11) (e7% wachst ja stark an), zu 
dem SchluB, daB 1/I(1 — K) verschwinden mu8. Hieraus folgt dann 
1—_K=—n, n=0,1,2..., das heiBt Beziehungen aus denen das 
Verhalten von c fiir ein bestimmtes ” hervorgeht. 


Leider jedoch scheint uns diese Entwicklung, wenn sie auch zu dem 
erwarteten Resultat fiihrt, nicht gegliickt. Der Grund liegt darin, daB 
Gl. (19) die Asymptotik von Wx 1/2(z) nach groBem Argument z angibt, 
jedoch nicht beriicksichtigt, daB auch der vordere Parameter K von der 
gleichen GréBenordnung wie z ist. Fiir diesen Fall sind ganzlich anders 
geartete asymptotische Entwicklungen maBgeblich. Man sieht dies 
auch leicht ein, wenn man das Verhalten der Glieder in der Darstellung 19 
naher betrachtet. 


l—c l—c 
ee | eae | 
K(K +1) Z | aR ( Z JiaR+1 


ek 
z os ViaRr? ~ 1672 


Wachst also z (infolge von R) unbegrenzt an, so bewirkt die Tat- 
sache, da& AK ebenfalls von R abhangt, eine asymptotische Divergenz 
anstatt der erwiinschten Konvergenz. 


Fiir die Auswertung der Integralbedingung 11 miiBte also die 
Asymptotik von -@ bei groBen beliebig komplexen Werten von z und K 
bekannt sein. Dieses recht schwierige Problem (es wechseln ja schon 
bei relativ einfachen Funktionen die asymptotischen Darstellungen von 
Gebiet zu Gebiet der komplexen Ebene ihre Form) ist offenbar-noch 
ungeldst (man vergleiche [9]). Einige von W. C. TAYLor angegebene 
Entwicklungen scheinen nach den in [9] (S. 110) angefiihrten Be- 
dingungen hier teilweise unanwendbar. Jedoch liegen fiir reelle Ver- 
haltnisse z/4 K verschiedene Formeln vor, je nachdem ob dieses Ver- 
haltnis zwischen — co und 0,0 und 1, sowie 1 und + o liegt. Da 

2 
ye dekwort sind diese Entwicklungen eigentlich nur fiir neutrale 


JiaR. (20) 


Stérungen zu gebrauchen, werden aber weiter unten auch bei kleinen ¢; 
als Naherungen angewandt werden. Im folgenden aber wollen wir, um 
ein besseres Versténdnis des Verhaltens von g(v) zu gewinnen, diese 
Funktion wenigstens in einem Teilgebiet der komplexen 7-Ebene nach 


einer Methode von R. E. LANGER [9, 10, 11] naher untersuchen. 
Hierzu sei Gl. (5a) der Transformation 


y?, g(t) = ef? ult) (21) 


unterworfen, und stellt sich dann in der Form 


du 


qa + le’ 9*lt) — x@)] w= 0 (22) 
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dar, wobei 
i =3.5 a2 


: il 
ee EY ey at all eo ys = zi 
Oo so KR. g(t) = (2 5 “), Wit = er 


Charakteristisch fiir diese Gleichung zweiter Ordnung sind die 


Nullstellen von ?(¢), namlich e’ = 0 und e = ae 7 Oder ar? == () 


und 7 = |/1 —c=,, (kritische Stelle). Die Lésungen von Gl. (22) 
sind jeweils fiir eine Umgebung dieser Nullstellen gesondert zu ent- 
wickeln. Wahrend bei LANGER die Funktionen p und y lediglich von ¢ 
abhangen, sind sie hier auch noch von c abhangig. Dies beeintrachtigt 
jedoch die folgenden Uberlegungen nicht. 

Wohl aber ist die Lage der kritischen Stelle 7, = \ —c in der 
komplexen vy-Ebene von Bedeutung, da die hier gewahlte Methode auf 
die andere Nullstelle nicht anwendbar ist und wir somit bei der Be- 
trachtung von g(v) auf eine Umgebung von /, beschrankt sind. 

Nun kann man sich aber tiberlegen, daB fiir die Stabilitatsberechnung 
eine Beschrankung auf kleine c;-Werte méglich ist. Der Ubergang von 


1 


- Stabilitat (2 >O0O fir alle Partialstorangen} auf Instabilitat (« ¢;< 0 
as 


fiir einige Partialschwingungen) als Funktion des Parameters R kann 
doch sicherlich nur stetig erfolgen (eine denkbare andere Moéglichkeit 
soll weiter unten noch besprochen werden), so da es unméglich zu einem 
Anfachen von Partialst6rungen mit groBem c; kommen kann, ohne daB 
auch eine Instabilitat der Partialschwingungen mit kleinem c¢; bei 
irgend einem Wertepaar a, R vorlage. Mit anderen Worten, errechnet 
man bei Lésungen, welche bei kleinen c¢; giiltig sind, Stabilitat, so ist 
die Strémung als ganzes stabil. Die Einschrankung ¢; relativ klein 
bewirkt jedoch in Verein mit der Tatsache, daB c, nur Werte zwischen 
0 und 1 annehmen kann ({5], S. 841), daB die kritische Stelle in der 
komplexen v-Ebene nahe der Abszisse zwischen 0 und | liegt. Dann ist 
aber sicherlich fiir den GroBteil des Integrationsweges in Gl. (11) die 
zum Punkt 7, gehérige Lésung zu verwenden, insbesonders fiir den 
Punkt 7 = 1. 

Zur leichteren Anwendbarkeit der Methode von LANGER wird die 


Nullstelle von g?(¢) in den Nullpunkt verlegt, vermittels 


Lee 2 l 9 o« 
ea Sg ee) 
d?u 
Se + {o%9%) — xa} mle) =0; = Via R, 
p= ae (ef — &)12 — ; (1 — 72 — c)i?; 
1 
fel get tle C1] (24) 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/1. 2 
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Nach LANGER kann man nun die Lésung dieser Differentialgleichung 


durch Lésungen einer assoziierten BrssELschen Differentialgleichung 
fiir groBe 9 asymptotisch annahern 


y(z) = 0” [2 S(2)P? Im(S); C= ed(2)=e [oe dz; 


sao fe. (25) 
2 [$2 — 2(S2)’ Pi DeSS fe eS 
oe C= == = L. (6) 


Uber den Koeffizienten von y(z) auf der rechten Seite der Gleichung 
lassen sich Aussagen machen, wenn man die auftretenden Gréfen in 
Potenzreihen um den Ursprung entwickelt. 


y(z) =2" [og +aez+...J= 


L==ec\7 3 1b =e ; ey 
== 5 5 5 Spa a +9 = iF 


] = 
p(2z) =2 (By + Bz + a jeneli 5 ans a 


¢€ 


z 


me meet eee 2 hl 
(2) = P= 5 el y+ -. l=? Seeer merce a | 
6 


3 


Da S(0) = yp nicht verschwindet, ist eine notwendige Bedingung fiir 
die Stetigkeit der rechten Seite von Gl. (26): 


S? — 2(S?)’ = 4m? fiir z= 0, odér.4 m* ay, 7; 


ISVS = 8 oe) = [2+ sh 


1 1 
Oeil eee S 
Die Lésung der assoziierten Differentialgleichung 
y'"(z) + {0 p?(2) — w(z)} y(z) = 0 (26 a) 


ist also durch BessEL-Funktionen mit dem Index 1/3 und dem Argument 


c= e | wae 


0 
gegeben. Man sieht leicht ein, daB diese Lésung jener von Gl. 24 umso 
besser entspricht, je eher 6(z)=«(z) — y(z) gegeniiber dem Glied 
0? *(z) vernachlassigt werden kann. 

Nach LANGER 1aBt sich u(z) darstellen durch 


u(2) = [A y,(2) + B y(2)] : { oe ) ao ay ee 
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wobei das erste Glied eine hinreichende Naherung ist in einer Um- 
gebung des Ursprunges und in Gebieten fiir welche das Integral 


*6(2) 
| P(2) 


genommen iiber einen Weg, entlang dem |z| monoton zu- oder abnimmt, 
konvergiert. 
In unserem speziellen Fall wird also, nach Wiedereinfithrung von 7: 


vir) <r ous P| 64 BJ = 1 
g(r) Q o(n) {A Jijs() + BJ —1/3(0)} 


t=eb=e | (-r— 9 ar= 


=p IZ (1 —72—c)IP : = cos~* meat (28) 


Asymptotisch stellen sich die BEssEL-Funktionen dar durch: 
O<arg6<2n 


1/2 \12 
Jis3(0) = > (2) {e5xil8 Me — 5 m/l2) 1° ese — 5 n/12)} 
Za \IC 
1/2 \2 
J2aatl) = eS = perdeies — aiN2) gat = ney (29 a) 


2a<arg6<4x 


9 \1/2 
Jia() = e? 71/3 a (ening w(€ — 5 2/12) =F ee ere bial 
ANGG 


= 


1/2 
mee | 
. SS (7 meow ee 71/3 p — 2/12) i(¢ — 2/12) » 
I-10 (0) =e ale fe $e-He-*N2}, (29) 

Fir groBe o ist aber dann, wie man leicht nachrechnen kann, g(r) 
darstellbar durch: 


ae ma| 4a + Be” (30) 


Wir haben also die formalen Lésungen 12 wieder erreicht unter er- 
heblicher Vertiefung unserer Kenntnisse tiber ihren Geltungsbereich. 
Sie sind giiltig in einer kreisf6rmigen Umgebung des kritischen Punktes 
7,, welche sich nicht allzu nahe an den zweiten singularen Punkt 7 = 0 
erstreckt. In unmittelbarer Nahe des Punktes 7, sind nach LANGER 
noch die BressEL-Funktionen eine Naherung, miissen dann aber eher 
durch die ersten Potenzreihenglieder dargestellt werden. Die Kon- 
stanten A und B sind leider nach wie vor unbestimmt. Wohl aber 
hatte man die Umlaufsrelationen der BEssEL-Funktionen, welche zu 
einem STOKES-Phanomen fiihren kénnten, zu beriicksichtigen. 

2* 
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Fiir sehr groBe c; ware es durchaus méglich, daB der kritische Punkt 
von dem bedeutsamen Intervall 0 << 7 < 1 weit entfernt lage und eher 
die zu r = 0 gehorige Lésung in diesem Bereich Giiltigkeit besaBe. 
Wie aber schon oben besprochen wurde, kann man diesen Fall durch 
Beschrankung auf kleine c,-Werte vermeiden. Immerhin sind auch 
dann noch mehrere verschiedene Darstellungen von g(7v) zu gebrauchen. 
Am einfachsten ist es hiebei die in [12] entwickelten Formeln zu itiber- 
nehmen. Es zeigt sich namlich, daB diese, welche streng nur fiir reelle c 
gelten, im Fall 1 < z/4 K < oo formal identisch mit Gl. (30) ttberein- 
stimmen, die analytische Fortsetzung der Funktion also einfach durch 
Ersatz von c = Cr durch c = cr + ¢; geleistet wird. Nimmt man diese 
plausible Art der analytischen Fortsetzung auch fiir die anderen Be- 
reiche an, so kann man fiir g(v) im Intervall 0 <r <1 folgende Dar- 
stellungen angeben: 


A. Umgebung von r= 1.1 <7?/l1—crcow, [l<2z/4K < oo]. 
M x, 1/2(2) = (22 Tg a) ~ 1/2 g—1/2mkK . 
- {2 sinz (1 — K) eXin2«—2a) 4 eF7i(K —1) — K(sin2a — 2a) (31) 


oberes Vorzeichen fiir K; > 0, unteres Vorzeichen fiir K;< 0. 


do a es |e eye 
Cos ow daa, Biles Tga=—|/r (ek er eae he: 
[| = aes = ey ee ae 
a TGR) Vax Ae Oe ee 
T= Sin2« |r 2 Costas 
Vise 
keaViar [= ‘1 — c). (32) 


Diese Gleichung ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann, identisch 
mit Gl. (30). Nunmehr lassen sich aber die Konstanten bestimmen, 
welche sicherlich auch fiir kleine c; ihre Form beibehalten. 


~ : a 1 : 
A= 2 sing (1 pus Kk) — — fen —&) —_ es ees | 
it 

B= et i(K-1) 
oe B emi(l — kK) ; q ss 

a * emi(L—K) _ p—ai(l — K) ~~ fiir K; 0) 
2 e- 7i(1— K) 

ee ex t(l— K) aowilany > fiir K;< 0 

k yil2 
=k =K 
g(7) onst i 5 (l an nis ‘@ e ae (33) 
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Da fiir kleine ¢; sicherlich tr > |r,;| > 0 gilt, wird im allgemeinen 
je nach dem Vorzeichen von kp der erste oder der zweite Term iiber- 
wiegen. Es gibt hierbei folgende Méglichkeiten: 


oast0 > Ke 050-5 (Kp Ks 
a) KR 0; cs Cr—1 


yil2 


sm [r? — (1 — c)}*/4 cae et (34) 


b) Kr< 0, G<Ctr—1 


yee = {kK gr p— Ke )45K 5 pl 
eye apes ; ed) 
2aR 
c) Kre~0, Go=cr—l—ocr~l, 7~~0, gone Gj 
ye —K,t-+ik,;t + K,t,—ik,t 
(7) ~ (v2 = (i = aT {e wy 4*R te i oN (36) 
2. > 0 + Kr> |K,|>0 
yil2 Kyte ti(Kite+K Rt) | (37) 


g(r) ~ ar ees c) A * 


Es ist zu beachten, daB fiir K; ~0 die Konstante C unbestimmt ist. 
Dies ist ein Beispiel fiir das Stokes Phanomen, bei dem der Koeffizient 
eines Terms gerade dann seine Form wechselt, wenn jener Term prak- 
tisch keinen Beitrag zur Gesamtfunktion liefert. 


B. Umgebung des kritischen Punktes. r? ~~ 1 — cr, 24K x1 
Wie schon auf S. 19 bemerkt wurde, fiihrt die Darstellung durch 
BessEL-Funktionen auf die ersten Potenzreihenglieder. 
oe A C56 4 BEue 38 
maa amet + Bo. (38) 
Der Grenzwert fiir + — (1 —c)!? existiert, denn man hat nach 
L’Hospital : 


g(r) ~ 98 


to v-+/l—¢ 
gl? dx, 
; ¢ eed panes 
lim [g(7) ]®§ ~ lim C re ieee Pe = rca er = 
wu2/\/x% + (1 —c) ~ G* 


= lim C* =. 
10 a? 3\/ Ue 
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Die entsprechende asymptotische Darstellung nach [12] (S. 109) 
lautet: 


IU 
2 52 yA 
[tg + a) -] emer SP. 


ez/2 1 Ce eee 6 
ile | ee ge alt io) 


mit ez=z—4K wa JiaR-iG. 
Eine erste Naherung ist also: 

tn) 2/3) 2( « R)- 23 

a E32) Ge YI — 

In beiden Fallen [Gl. (38) und (40)] sieht man, daB g(v) in der Um- 

gebung des kritischen Punktes von geringerer GréBenordnung ist als 

im Bereich A, wo eX" — 0 (ia R)—¥* und neben sin z (1 — K) 

noch der Faktor eX? aufscheint. Fiir die Integration in Gl. (11) ist also 

die kritische Stelle von untergeordneter Bedeutung. 


C. Umgebung vonr=0. r2?<1—cp, O= 2/4 K = cos* pal 
M x1), (2) ~ 2 (tg B)~U2 eK im (Kle) + 1/12K)) . 


sin] K 2.6 —sin2. 42 |4 cos| K (2 6 — sin 2 £) +3] 


| aaa p hs a (41) 


Ps 1/6 
AM x,1)2 (2) peed) 4 A Kate {sins (K — 1/6) - 


yl sina (K — 1/6) (40) 


1 ; ea sei = 
O08) = 9g Cote’? 6 19 Tg*7 B — 6 Tg?7 B+ 5} 
r ; a 
cosf = 7 ——, sin2 6 = 27/(1 clog) 
/l1—c 
ek : 
tgf=—]1 —c—?r 
y 
yll2 baju, a ete Ot eee 
g(r) ~ 2 i =ceaee elk Inia) GO sin ke ele 7 


G2 COs 


= 2 Je, RD >. (49) 
\1 —c L—¢ 


Diese Lésung interessiert uns nur, wenn der kritische Punkt sich 
in der Nahe von 7 = 1 befindet, also cr klein ist. Dann folgt aber 
Krw K;>0, so daB wieder nur die Halfte der Exponentialglieder von 
Bedeutung bleibt. 

g(r) ~ const ewes tit e~iKt — const ge eKitRtiKntR 
~~ (l—c—r?)l4 "(lL —c — 7?)t4 ; 
(43) 
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D. Unmittelbare Umgebung des Nullpunktes. r~0 
g(r)~r? (43) 
(man vegl. [5], S. 848). 


Der Stabilitiitsheweis 


Betrachtet man nun die gefundenen Darstellungen von g(r), 34, 35, 

37, 43, so sieht man, daB alle von der Gestalt 
ve 

ar a \P=1— oar 
(— (= oy © 
Bare: ins eVaR (a + ib} (44) 

yf exec) (ME 

sind. Ausgenommen ist nur eine kleine Umgebung des kritischen 
Punktes 7,, sowie der Fall Alc, welcher auf die Funktion 36 fiihrt. 
Bei vorlaufigem Ausschlu8 der letzteren Méglichkeit sieht man also, 
da8 unabhangig von der Lage des kritischen Punktes (c; klein voraus- 
gesetzt), immer in einem GroBteil des Bereiches 0 <r <1 eine Dar- 
stellung der Form 44 eine gute asymptotische Annaherung bildet. 
Wenn z. B. yr, in der Nahe des Nullpunktes liegt, gelten fast im ge- 
samten tibrigen Bereich die Formeln 34—37 (je nach Partialstérung), 
wenn sich aber 7, nahe bei y = 1 befindet, hat im restlichen Bereich die 
Darstellung 43 Giiltigkeit. Auch wenn 7 ~ 1/2 ist, haben die Formeln 
guten asymptotischen Charakter, die ersteren in der ersten Halfte, die 
letzteren in der zweiten HAalfte des Intervalls 0 <7 <1. 

Fiir den Stabilitatsbeweis soll nun, mit einer Ausnahme, nur die 
modifizierte Gl. (8) herangezogen werden, da eine Integration von 
Gl. (11) wegen der Vielfalt der Darstellungen von g(v) nicht in allen 
Fallen leicht durchfiihrbar ist. Die Modifikation besteht darin, daB die 
Integration nicht, wie bei Gl. (8), iiber den gesamten Rohrquerschnitt 
erstreckt werden soll, sondern lediglich bis zu einer Nullstelle 7 = 7, 
des Realteils der jeweils giiltigen asymptotischen Darstellung vom 
Typus 44. 

Die stark oszillierende Funktion 44 

his 4 ey ee 
ae elaR-4 feos \aRb + 7 sin \/« R b] 
hat zwar selbst keine Nullstellen. Wohl aber verschwindet ihr Realteil g, 
in den Punkten a Rb=(2n+1)/2-a und ihr Imaginarteil g; an 
den Stellen a R-b=nx (n=0,+1,4+2,...). 

Bildet man nun naherungsweise die Ableitung von g(v), indem man, 
in Einklang mit den iiblichen Vernachlassigungen, nur die mit /a Rk 
multiplizierten Glieder zuriickbehalt, so ergibt sich infolge 


g’(r) ~ const. ia R ri? [v2 — (1 — c)]"4 elaR.Q. 


; [— sin a R-b + icos |/a Rd] 


g(v) ~ const. 


g(r) = const. 
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daB in der Nullstelle von g, auch g;’ (und umgekehrt) annahernd ver- 
schwindet. 
Die der Gl. (8) entsprechende Beziehung 


% 22% 
27 ; : 1 re 2 ine i 
R [8 8 fone ee rdrdg = 
0 0 


nm 


(nee) {FEY Hey poe) 


fiihrt dann sofort zu y; > 0, also zu Stabilitat. 

Der Ausnahmefall Alc ist aber leicht mit Hilfe des Bedingungs- 
integrals 11 zu lésen, da in diesem Fall fast entlang des ganzen Inte- 
grationsweges die Darstellung 


Y Y 
AR Var f Jr=(—oar . abeEd \F=(=o)ar 
oe (2 — (1 —c) Al ; meee 
gilt und die angenadherte Integration wie auf S. 14 auf die Bedingung 
Rr) p= == Onkiibet. 

Hier sei darauf hingewiesen, daB bei C. C. Lin, H. SCHLICHTING 
und anderen Autoren lediglich positive « betrachtet werden, was bei 
unserem Ansatz rein negativen « Werten entsprache. In diesem Fall 
ware c;< 0 gleichbedeutend mit Stabilitat, so daB die Betrachtung 
von Al unnotig wiirde und der eben gefiihrte Beweis wegfallen kénnte. 
Unseres Erachtens erscheint es allerdings notig fiir « alle reellen Werte 
zuzulassen, da sich ja die FourteR-Integral-Darstellung einer beliebigen 
Stérung tiber das Intervall — co — + o erstreckt. Dann k6énnen 
aber auch bei stabilen Stérungen sowohl negative als auch positive c; 
vorkommen. Bei einer bestimmten Partialst6rung jedoch (« festgelegt) 
muB c; nach wie vor eine stetige Funktion (eine Ausnahme soll weiter 
unten besprochen werden) von R sein. Das hei8t man wird sich, wie 
schon frither diskutiert, auf kleine c; Werte beschranken kénnen. Mit 
anderen Worten, der Ubergang von stabil auf labil miiBte fiir eine be- 
stimmte Partialstérung tiber kleine c;, bzw. iiber neutrale Schwingungen 
c; = 0, fiihren. Die Nichtexistenz einer Labilitat fiir kleine c; Werte 
ist also gleichbedeutend mit allgemeiner Stabilitat. 

Es sei hier aber noch auf eine andere Méglichkeit, welche allerdings 
bis jetzt in der Literatur anscheinend noch keinen Verfechter gefunden 
hat, aufmerksam gemacht, namlich darauf, daB c; bei der kritischen 
Reynotpschen Zahl als Funktion von R eine Unendlichkeitsstelle auf- 
weisen kénnte, das heiBt von + co auf — oo, oder umgekehrt, springen 
kénnte. Diese Hypothese ist physikalisch insofern plausibel, als der Um- 
schlag auf Turbulenz in der Tat kaum langsam (kleines c,;), sondern 
eher sehr schnell (c; groB) zu erfolgen scheint. Um die Annahme einer 
solchen Unendlichkeitsstelle zu rechtfertigen, mii8te man allerdings 
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experimentell tiberpriifen, ob die Schnelligkeit der Anfachung, bzw. des 
Abklingens der Stérungen, in der Nahe der kritischen REyNoLDschen 
Zahl tatsachlich anwiachst. 

Mathematisch ist diese Méglichkeit insofern dankbar, als die ent- 
sprechende asymptotische Entwicklung von g(7) eine exakte Integration 
von Gl. (11) erlaubt. Fiir sehr groBe c; ist offenbar k allein als unbe- 
grenzt anwachsend anzunehmen und die asymptotische Entwicklung 
nach dem vorderen Index der konfluenten hypergeometrischen Funk- 
tion zu beniitzen. « R kann in diesem Fall als endlich angenommen 
werden. Nach [12], S. 97, hat man: 


2\z2K 
Kn rplt) 22: eVER) (46) 
2\2K 
== aes S 2 
z=|iaRP, K=-S)iaR, 2K~—“Tiak, 


\zK ~i2ViaRe-r 
2 Via Rr? J,((i/2) Jia Rej-7r)_ 


a 
g(r) ~ : —— =J,(tbr)-r. (47) 
2 P(3/2) (G/2) Via Reyer i T(3/2) ei ee 
Die Integralbedingung 11 lautet also in diesem Fall: 
1 
[ rniean fi2.07) a7 — 0. (48) 


Unter Beniitzung der allgemein fiir Zylinderfunktionen giiltigen Be- 
menung (s. z. B. [13], S. 78): 


[ow — $B) zZ,(a 2) Z,*(6 2) dz = B2Z,(az) Z5*(B z) — az Z g(a 2) Z,*(8 2) 


(49) 
erhalt man: 
1 


[rntian Jit 67) dr = — [1b Jy(t x) Jolt b) — ta Jy ) Jolt &)] 


0 


(50) 
oder 
pili) _ Fale) 
T(t x) T(t 
a2 a4 , 4 
| ke : SO ( ) — —— 
| | aE : 2°4:-4-6 : (roe | 4 mw el? — 4 
a ee er) Pda: 
ae pee by Oa) lenin 4, 


c\iaReem~, peer ARS 
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Die Bedingungsgleichung 11 erweist sich also bei groBen c; als un- 
erfiillbar, so daB bei der PorsEUILLE-Strémung auch keine Instabilitat 
dieser Art auftreten kann. 

Zum AbschluB sei noch eine Arbeit von J. PRetscH [14] erwahnt, 
die auf einem ganz anderen Weg, namlich nach der Géttinger Methode 
von TOLLMIEN und SCHLICHTING das Problem zu behandeln trachtet. 
PreEtTscH iibernimmt den von ToLLMIEN zur Lésung ebener Probleme 
in kartesischen Koordinaten entwickelten Formalismus zur Gdnze. 
Das hei&t er sucht vier Partikularintegrale der Gl. (4b). 

Die zwei ,,reibungslosen“ Integrale g,,q@_ erhalt man aus der ,,rei- 
bungslosen“ Differentialgleichung, welche bei der PoIsEUILLE-Strémung 


if 
Ge (51) 
lautet, zu 
DUT Tia Bo FS 
= sje P2 = —=> tarN,(ta7) (52) 


Zwei ,,Reibungsintegrale“, ~3, @4, bestimmen sich aus der stark ver- 
stiimmelten Differentialgleichung (4 a) (man vergleiche auch [1] und [2]) 


d+ dy 
U dni es ee dn? = 0 (53) 
unabhangig von der Hauptstrémung zu: 
n n 
93,4 = | | ntl2 Hy73 [2/3 (i n)82] dy dy (54) 


SchlieBt man nun %% wegen starken Anwachsens mit 7 aus (ein bei 
Zylinder-Koordinaten nicht ganz zwingendes Argument), so erhalt man 
allgemein fiir die Randbedingungen die Gleichungen: 

CG (1) + Come (1) + Cag (1) = 0 

Cpr’ (1) + Cope’ (1) + C3' (1) = 0 

Cpr (0) + Cop, (0) + Cops (0) = 0 

Cir’ (0) + Cops’ (0) + Cag’ (0) = 0 (55) 
Es ergibt sich hiermit die allgemeine ,,charakteristische‘‘ Gleichung der 
Randwertprobleme: 


Qs (1) Sy; (0) pg Beaks (0) 1 (1) 
Gs (1) gy’ (0) ge! (1) = 92’ (0) 1’ (2) 
Fir das Parabel-Profil gilt, wie leicht erkenntlich ist, C, = 0, da 


p,(9) irregular ist, sowie 9,(0) = q,'(0) =0. Die charakteristische 
Gleichung vereinfacht sich dann zu 


3 (1) a) (1) 
pa (ie pi (1 ) 


(56) 


(56 b) 
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PRETSCH gelangt, auf einem nicht ganz iiberzeugenden Weg (er be- 
nitzt nur drei Randbedingungen), ebenfalls zu Gl. (56), unterlaBt es 
jedoch sie zu spezialisieren. Vielmehr meint er, daB die PoIsEUILLE- 
Strémung einfach aus Analogie zur CouETTE-Strémung stabil sei. Beim 
ebenen Problem sei jede lineare Geschwindigkeitsverteilung stabil, weil 
W” im ganzen Strémungsbereich verschwindet. Beim rotations- 
symmetrischen Problem entsprache o = 1 — r?/r,2. der Verander- 
lichen y, so daB analog jede Geschwindigkeitsverteilung, fiir die 
d?W /do? = 0, insbesonders also die PoIsEUILLE-Strémung, stabil ist. 


Diese Behauptung ist, scheint uns, ungeniigend fundiert und wohl 


nur als Vermutung aussprechbar. Man kann zwar auf Grund der bis- 


herigen Arbeiten die COUETTE-Strémung als stabil ansehen und daher, 
a posteriori, Hauptstr6mungen, fiir welche W’ = 0 ist, als stabil 
ansehen. Aber die Substitution 9g = 1 — 7? fiihrt noch keineswegs die 
Differentialgleichung (4b) in eine Differentialgleichung der Form (4 a) 


| iiber. Die Analogie scheint lediglich darin zu bestehen, daB in beiden 


Fallen die Gleichung vierter Ordnung auf zwei Gleichungen zweiter 
Ordnung reduziert werden kann. Denn die Gleichung d?W/do? = 0 
ist, wenn man genauer hinsieht, gleichbedeutend mit W” — 1/r W’ = 0, 


} das heiBt mit der Bedingung fiir die Aufspaltbarkeit der Gl. (4b). 


Weiters sei erwahnt, daB die Analogie auch nicht ausreicht um die ver- 
schiedenen Rayieicuschen Satze (z. B. [1], S. 58, oder [2], S. 286) 
von kartesischen Problemen auf Probleme in Zylinder-Koordinaten zu 
iibertragen. Man miiBte also, will man die Géttinger Methode ver- 


» wenden, die charakteristische Gleichung (56 b) auswerten. Es erscheint 


aber doch naturgemaBer die in dieser Arbeit entwickelte Methode zu 


 gebrauchen, da bei dieser die unvermeidlichen Vernachlassigungen nicht 
-in der Differentialgleichung selbst,’sondern erst in den Lésungen ge- 
' troffen werden. 
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Kinige Anwendungen der vier Leuchtdichtefunktionen des 
Sehwarzen Korpers in der Prizisionsphotometrie 


Von 
F. Rotter, Wien 
Mit 4 Abbildungen 


(Eingegangen am 17. September 1957) 


Zusammenfassung 


Wenn bei photometrischen Messungen der verwendete Empfanger mit seiner 
spektralen Hellempfindlichkeit nicht exakt den von der C.I.E. international fest- 
gelegten Werten des normalen Auges entspricht, so entstehen systematische MeB- 
fehler. Diese Fehler kénnen nur in einigen Fallen leicht ermittelt werden. 

Bei Glihlampen, die mit ihrer spektralen Energieverteilung weitgehend dem 
schwarzen K6rper entsprechen, lassen sich diese Fehler als Funktion der Tem- 
peratur darstellen. 

Es werden die vier Leuchtdichtefunktionen des schwarzen Ké6rpers berechnet; 
dabei wird fiir die modellmaBige Darstellung die spektrale Hellempfindlichkeit 
des Auges eine Naherungsfunktion verwendet, die sich in allen Fallen mit hin- 
reichender Annaherung anwenden 1aGt. Mehrere Interpolationsformeln fiir die 
Leuchtdichten werden entwickelt, mit denen das ganze Temperaturgebiet von 
1000® K bis zu unendlich hoher Temperatur erfaBt werden kann. Die Leucht- 
dichtefunktionen gelten fiir das helladaptierte Auge (Rot-, Griin- und Blau- 
empfindung) und das dunkeladaptierte Auge. 

) Auf der Grundlage der Leuchtdichtefunktionen werden die Meffehlerfunk- 
-tionen entwickelt. Es wird nachgewiesen, daB zur Bestimmung der MeBfehler- 
/funktionen drei Normallichtquellen verschiedener Farbtemperatur notwendig und 
hinreichend sind. 

Die Bestimmung der Farbtemperatur nach der Methode des Blau-Rot-Ver- 
haltnisses wird diskutiert. Die MeBfehler, die durch die Abweichungen der Gliih- 
lampenstrahlung von der schwarzen Strahlung entstehen, werden qualitativ unter- 
sucht und ein Weg zu ihrer teilweisen Ausschaltung gezeigt. 


1. Kinleitung 


Die in der Photometrie auftretende, fundamentale Schwierigkeit ist, 
einen Strahlungsempfanger zu beschaffen, der den international fest- 
gelegten V,-Werten vollkommen entspricht. Es ist dabei prinzipiell 
gleichgiiltig, ob der gewahlte Empfanger ein menschliches Auge oder 
eine objektive MeBeinrichtung ist. 
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Es muB8 weiters festgestellt werden, daB eine vollkommene An- 
passung in der Praxis niemals erreicht werden wird, da jede Anpassung 
nur so genau gemacht werden kann, als sie sich, z. B. durch spektral- 
photometrische Messungen, iiberpriifen 148t. Wir sind daher auf jeden 
Fall gezwungen mit einem Empfanger zu arbeiten, der mehr oder weniger 
von den idealen V;-Werten abweicht. Dazu kommt noch, daB diese 
Abweichungen in den meisten Fallen nicht oder nur ungenau _be- 
kannt sein werden. 

Bekanntlich ist die Leuchtdichte eines Strahlers durch die Formel 


io/0) 


Laahy | ExVadi (1) 
6 

definiert. Der Proportionalitatsfaktor « ist im allgemeinen von der ge- 
wahlten Ausstrahlungsrichtung abhangig. Bei einem LAMBERTschen 
Strahler und daher auch beim Schwarzen KoGrper ist er jedoch fiir alle 

Richtungen gleich 1/z. 
Kennzeichnen wir die, unserem mangelhaft angepaBten Empfanger 
zuzuordnenden Gr6Ben durch Striche (’), so erhalten wir statt Formel (1): 


ioe) 


Li make | Bs Vj dh (2) 
0 
Gelingt es, den Quotienten [11] 


iD E,V,da 
jo = =e 3) 
te f E,Vi' da 
auf irgendeine Weise zu bestimmen, so ist das Problem, mit einem 
mangelhaft angepaBten Empfanger richtig zu photometrieren, prin- 
zipiell gelést, denn zwischen der Leuchtdichte ZL, dem Lichtstrom ¢ 
und der Lichtstarke J bestehen rein geometrische Beziehungen. Fiir 
ein und dieselbe Lichtquelle gilt daher immer: 
le d I 
i ae: ¢' T’ (4) 
In der Praxis stellt sich das Problem so dar, da8 von den Licht- 
quellen die L’ (bzw. ¢’ oder J’) meBbar und daher bekannt sind. Bei den 
Normallichtquellen sind auch die L (bzw. ¢ oder 7) bekannt. Fiir den 
Vergleich einer Lichtquelle 2 mit der Normallichtquelle 1 gilt somit: 


fae 
| ey a 5 
me Lie ti ( ) 
Diese Formel laBt sich z. B. dann auswerten, wenn 
h = ho 


ist. Dies ist der Fall, wenn entweder 


Vs = V; 


Einige Anwendungen der vier Leuchtdichtefunktionen 31 


oder 
En = Ex 
ist. Ein Blick auf (3) beweist dies. 

Die erste Méglichkeit 1aB8t sich, wie schon friiher bemerkt, niemals 
exakt realisieren, die zweite birgt die wohlbekannte Tatsache, daB Licht- 
quellen véllig gleicher spektraler Zusammensetzung mit jedem belie- 
bigen Empfanger richtig verglichen werden kénnen. 

Bei der bekannten Blaufiltermethode fiir den visuellen Vergleich von 
Gliihlampen verschiedener Farbtemperatur, wird von dieser Tatsache 
ausgiebig Gebrauch gemacht. Dieses Filterverfahren hat als Vorzug, 
daB es eine relativ hohe MeBgenauigkeit gestattet, als Nachteil, daB nur 
diskrete Farbtemperaturspriinge méglich sind. Es wird in der Folge 
nicht weiter behandelt. 

Selbstverstandlich kénnen die f in allen Fallen leicht berechnet 
werden, in denen V’;’ und £, bekannt sind. Aber um diese Kenntnisse 
zu erwerben, miiBten wir erst die eingangs erwahnten, fundamentalen 
Schwierigkeiten iiberwinden. 

Das gestellte Problem ist aber auch dann lésbar, wenn sich FE, als 
Funktion mit wenigen bestimmten Parametern #, q,... darstellen laBt. 
Da V; bekannt ist und V,’ eine zwar unbekannte, aber fiir ein und die- 
selbe MeBanordnung, unveranderliche Funktion von 4 ist, muB sich / 


in (3) gleichfalls als Funktion der Parameter #, g,... darstellen lassen. 
f Ei(p,q,...) Vada 
iin oh ae : 6 


_K6nnen wir nun den analytischen Bau der Funktion /(, ¢,...) angeben 
— eine Reihenentwicklung ist als letztes Auskunftsmittel immer még- 
lich — und haben wir eine Anzahl von Normallichtquellen, deren Para- 
meter ~,9,... verschieden und bekannt sein miissen, so steht der Be- 
| stimmung von /(f, g,...) nichts mehr im Wege. 
Ein Beispiel fiir eine Lichtquelle, deren spektrale Intensitatsver- 
_teilung als Funktion mit wenigen Parametern dargestellt werden kann, 
ist Normalbeleuchtung A in Verbindung mit einem Davis-GIBsON- 
_ Filter [3]. Die Parameter sind dabei die Konzentrationswerte fiir die 
in der Filterfliissigkeit gelésten Chemikalien. Das in (6) im Zahler 
_ stehende Integral 1aBt sich fiir eine solche Lichtquelle ohne Schwierig- 
keit fiir alle gewiinschten Konzentrationswerte berechnen, da die 
_ Absorptionskoeffizienten bekannt sind, das Integral im Nenner wird, 
bis auf einen konstanten Proportionalitatsfaktor, durch eine Messung 
mit dem betreffenden Empfanger gewonnen. Damit ist aber auch / in 
Abhangigkeit von den Konzentrationswerten festgelegt. ‘ 

Die, in ihrer Bedeutung fiir die Praxis, weitaus wichtigste Anwendung 
findet das geschilderte Prinzip aber bei den Gliihlampen. Diese sind mit gu- 
ter Annaherung PLAncksche Strahler [12]. Diespektrale Intensitatsvertei- 
lung ist daher durch das bekannte PLANncksche Strahlungsgesetz gegeben: 

oa Ae 


= erl(AT) — ] (7) 
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Statt (6) folgt jetzt: 
ity =e 3) 
f Sa Val da 
Die Temperatur T ist jetzt der einzige Parameter, der auftritt. Der 
Korrektionsfaktor /(7) muB daher eine reine Temperaturfunktion sein. 

Man erhdalt /(7) fiir verschiedene Temperaturen in einfacher Weise, 
wenn man Normallampen mit verschiedenen Temperaturen photo- 
metriert und die MeBergebnisse mit den bekannten Helligkeiten der 
Lampen vergleicht, das heiBt durch Auswertung von Formel (4). Die 
Werte fiir andere Temperaturen miissen, unter Beriicksichtigung der 
Messungen mit den Normallampen, berechnet werden. 

Um das Verfahren praktisch anwenden zu k6énnen, sind drei For- 
derungen zu erfiillen: 

1. Die spektralen Intensitatsverteilungen der einzelnen Lampen 
miissen entweder denen des Schwarzen K6rpers entsprechen oder miissen 
bei allen Lampen in gleicher Weise von dieser abweichen, 

2. der Bau der Funktion /(7) mu8 bekannt sein, 

3. mehrere Normallampen verschiedener Temperatur miissen vor- 
handen sein. 

Forderung 1 ist bei den iiblichen Gliihlampen zumeist recht gut er- 
fiillt [12]. Die Fehler, die durch die geringen Abweichungen von der 
Schwarzen Strahlung entstehen kénnen, werden spater naher unter- 
sucht werden. Sind aber Priiflinge und Normale z. B. Wolframfaden- 
lampen ahnlicher Konstruktion und besitzt das Kolbenglas die gleiche 
spektrale Durchlassigkeit, so kann diese Forderung als streng erfiillt 
gelten. 

Forderung 2 ist immer erfiillbar, da /(7) als eine Potenzreihe nach T 
dargestellt werden kann. Um die Funktion /(7) zu bestimmen sind da- 
bei soviele Normallampen verschiedener Temperatur erforderlich, als 
die Potenzreihe Glider besitzt. 

Die Potenzreihe ist jedoch nicht die optimale Lésung. Giinstiger ist 
es, wenn es gelingt, ausgehend von (8), /(7) durch eine besondere ana- 
lytische Funktion darzustellen. Zu diesem Zweck miissen fiir V, und Vj’ 
analytische Funktionen nach der Wellenlange gefunden werden. Bei 
einigermaBen guter Anpassung kann V;’ durch die gleiche analytische 
Funktion wie V, dargestellt werden, allerdings mit etwas gednderten 
Parametern. Mit anderen Worten, wenn es gelingt fiir V, eine ana- 
lytische Funktion anzugeben, so ist das Problem gelést. AuBerdem er- 
halt man dabei als wichtiges Nebenergebnis eine analytische Funktion | 
fiir die Leuchtdichte des schwarzen Kérpers, wie ein Blick auf Formel (1) 
zeigt. } 

Forderung 3 bietet heute nicht nur keine Schwierigkeiten, sondern | 
ihre Erfiillung miiBte fiir jedes photometrische Laboratorium selbst- t 
verstandlich sein. 

Gleichzeitig mit der Einfiihrung der, durch den Schwarzen K6rper 
definierten Candela als Einheit der Lichtstarke, wurde das Internationale 
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Biiro fiir MaB und Gewicht (BIPM) in Sévres bei Paris damit betraut, 
in Zusammenarbeit mit den groBen photometrischen Staatslaboratorien 
fiir die Verwirklichung der photometrischen Einheiten zu sorgen [1, 
6, 17). 

Jedes Staatslaboratorium schlieBt vier Gruppen von Normallampen 
an den Schwarzen K6rper an. Es sind dies: 


1. Lichtstarkenormale bei 2042° K Farbtemperatur, 
2. Lichtstarkenormale bei 2353° K Farbtemperatur, 
3. Lichtstromnormale bei 23539 K Farbtemperatur, 
4. Lichtstromnormale bei 2788° K Farbtemperatur. 


Diese Normallampen werden im Internationalen Biiro fiir MaB8 und 
Gewicht untereinander und mit den Etalons des Internationalen Biiros 
verglichen. Das Ergebnis sind die internationalen photometrischen 
Einheiten, und zwar: 


1. Die Candela bei 2042° K, 
2. die Candela bei 2353° K, 
3. das Lumen bei 23539 K, 
4. das Lumen bei 2788° K. 


Diese Einheiten werden durch die Glihlampen-Etalons des Inter- 
nationalen Biiros verkérpert. Solche Vergleichungen sollen in Ab- 
standen von einigen Jahren immer wieder ausgefiihrt werden. Die 
erste Vergleichung erfolgte im Jahre 1948. An ihr waren die Staats- 
laboratorien von Deutschland, England, Frankreich, Japan, RuBland 
und den U.S.A. beteiligt. Bezeichnend fiir die groBen Schwierigkeiten, 
die bei solchen fundamentalen Messungen zu iiberwinden sind, ist die 
Tatsache, daB in jeder der vier Lampengruppen die Lampen einzelner 
Staaten bis zu 19% vom Mittelwert abwichen. Die zweite Vergleichung 
war im Jahre 1951 [17]. 
Sieht man die Etalons des Internationalen Biiros als die richtigen 
Verk6érperungen der photometrischen Einheiten an, so ist es die Aufgabe 
| aller anderen Laboratorien, ihre Empfanger so anzupassen, daB sie die 
Farbtemperaturspriinge von 2042° K auf 2353° K und von 23539 K 
auf 27889 K im Sinne der Etalons des Internationalen Biiros richtig 
-bewerten. Dies ist aber gleichbedeutend mit der Erfiillung der For- 
derung 3 unter Verwendung von Normallampen, die sich mittelbar oder 
/unmittelbar von den Etalons des Internationalen Biiros herleiten. 


2. Die Darstellung der Funktion V, 


| Es ist bis heute nicht gelungen, V, durch eine einfache analytische 
Funktion exakt darzustellen. Als beste und einfachste Naherung kann 
die alte GOLDHAMMERsche Formel gelten [5]. 


Vi~Mi=e (4 e- wu (9) 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/1. 3 
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Die Funktion M, soll in der Folge kurz als Modellfunktion bezeichnet 
werden. 

Die Modellfunktion hat fiir 2 = A) ein Maximum und erreicht dabei 
den Wert M,, = g. Fiir A = 0 und 4 = o wird sie gleich Null. Durch 
den Exponenten » wird die Breite der glockenformigen Kurve be-_ 
stimmt. Der Faktor g sollte gleich Eins sein; doch ist es oft zweckmabBig, 
ihn etwas verschieden von Eins zu wahlen, um die fiir den betreffenden- 
Zweck erwiinschte Anpassung moglichst gut zu erhalten. 

Logarithmiert man (9) und beriicksichtigt die bekannte Reihen-_ 
entwicklung 


a aby 2 lee) eee 
St ; . Le i} 
ae (es ees bs es ae | 
so folgt nach leichter Umformung 
gee = : 
= = a 11 
InM,= Ing ses Tee ri ace (11) 


Schon wenn man nur die ersten beiden Glieder von (11) beriicksichtigt, 
erhalt man eine so gute Annaherung an die strenge Formel (9), daB der 
Fehler in M, kleiner als 0,01 bleibt. Nimmt man noch das nachste 
Glied hinzu, so erhalt man eine fiir alle Zwecke voéllig ausreichende 
Naherung. Formel (11) kann leicht mit dem Rechenschieber ausge- 
wertet werden, genauere Hilfsmittel werden zumeist nicht bendtigt 
werden. Die Formel zeigt auch anschaulich, da die glockenférmige 
M,-Kurve immer schmaler wird, je gréBer » wird. 

Es gibt verschiedene Wege, um WM, an V’, anzupassen; dieses Problem 
kann erst spater behandelt werden. Doch sei jetzt vorweggenommen, 
daB n immer eine groBe Zahl in der Nahe von 200 ist. 

Durch Integration von (9) folgt: 


[ wai eye — 


‘ n— = oo 
Nun ist aber [8]: 
nt = [Bam wee (1 + 7 ” sk (13) 
3 2n | 288 n2 


Dies ergibt in (12) eingesetzt: 
5 es 1 1 
| M,di=ghy aoe maa) (14) 


Letzte Formel laBt sich noch weiter vereinfachen, wenn wir die zweiten | 
und héheren Potenzen von n vernachlassigen: 


[us a= h,|/— uve (15) | 


Wir werden die Formeln (12) bis (15) spater noch brauchen. 
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3. Temperatur-Leuchtdichtefunktionen des Sehwarzen Kérpers 


Fiir die Leuchtdichte des Schwarzen Ké6rpers erhalten wir aus (1) 
und (7) die Formel: 


be | cA 
Eres . | altF) iva da (16) 
Dabei ist definitionsgemaB der Faktor 7 — das mechanische Licht- 
aquivalent — so zu wahlen, daB bei der Temperatur des erstarrenden 


Platins (2042° K) die Leuchtdichte gleich 600 000 cd/m? wird. 
Ersetzen wir V, durch die Modellfunktion entsprechend (9), so er- 
halten wir die folgende Gleichung: 


fanamte en (4y/A) « (ecel(@P) — ])-1- dA (17) 


Eoin ig e 
It 


L= 


Wir substituieren nun: 


(eeel(4T) — 1)- as en ital(AT) (18) 

fp 
Jetzt kénnen wir (17) gliedweise integrieren, da sich die Teilintegrale 
auf solche der Formeln (12), (14) oder (15) zurtickfiihren lassen, und er- 


halten nach einigen Umformungen: 


/ 2 . —n—4 
L= ashe | nS (+53) a9 


am (n — 12,16...) n Ay I 


4=1 
Wie in (15) sind auch in (19) die zweiten und héheren Potenzen von n 
vernachlassigt, doch betreffen diese Vernachlassigungen nur den Nenner 
unter der Wurzel. Die Summe wird davon nicht beriihrt. Diese Summe 
kann durch keinen’ geschlossenen Ausdruck dargestellt werden. 
Formel (19) kann aber nur als Naherung gelten, weil auch die Modell- 
funktion, auf der sie beruht, die tatsachlichen Verhaltnisse nur annahernd 
darstellt. Es erscheint daher eine weitere Vernachlassigung erlaubt, 
deren Berechtigung spater nachgewiesen werden wird. 

Bekanntlich kann man mit sehr guter Anndherung 

(L+ix)h=(14x)* (20) 

' setzen, wenn x sehr klein eeeen. 1 ist. Es gilt daher auch annahernd: 
NI eek ns So ! 
NS iON ee 


Vergleicht man (19) und (21), so folgt die naherungsweise Darstellung: 


2 
c shn |/ g hy * 
ae 1 a(n — 12,16...) (22) 


aa Co n+4 = 
(i 1+ | a 


(21) 


8* 
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Wir substituieren nun: 


2 —4 
BS |= — 12,16... .) ry 


pee (23) 
ati : 
eee 
, oss 2 Whe 
Dies setzen wir in (22) ein und erhalten: 
A 
= 2 
L oO \Pe) (24) 
= —] 
ee, 
AuBerdem folgt aus (23) 
Co _ Er s8 G ae 
amy ee Hc Mares ee (25) 


Formel (24) ist recht einfach. Allerdings haben wir diese Einfach- 
heit durch eine in (20) ausgefithrte Vernachlassigung erkauft, deren Be- 
rechtigung nicht nachgewiesen wurde. Dies soll jetzt nachgeholt werden. 

Im Bereich der WiENschen Naherung des Strahlungsgesetzes, also 
bei Temperaturen unter 3000° K, reduziert sich die Summe in (19) auf 
das erste Glied, da der Klammerausdruck gro8 wird und die iibrigen 
Summenglieder, wegen des groBen negativen Potenzexponenten sehr 
rasch abnehmen und vernachlassigt werden kénnen. Mit dieser Uber- 
legung folgt mit den in (23) gemachten Substitutionen aus (19) 


2 2 sil 


L=A (i os (26) 


T 
Diese Formel folgt aber auch unmittelbar aus (24), wenn wir den 
Summanden — 1 im Nenner vernachlassigen. Bei tiefen Temperaturen 
liefern (19) und (24) somit gleiche Ergebnisse. 
Bei hohen Temperaturen versagt (19) und wir miissen auf (17) 
zurtickgreifen. Wachst dort 7 iiber alle Grenzen, so ergibt sich statt (17): 


pes 8 ihe: A” e” iT | A-"-4 e- (ld Gq) (27) 
wee P 
Integriert ergibt dies mit den Substitutionen aus (23) 
ab 
L=—.—_~ 

B+2C oe 
Lassen wir aber in (24) T iiber alle Grenzen wachsen, so erhalten wir 

Ag 


ee ene: (29) ! 


Einige Anwendungen der vier Leuchtdichtefunktionen 37 


Formel (24) gibt also bei hohen Temperaturen zu groBe Werte fiir die 
Leuchtdichte ZL. Dieser Fehler ist aber nicht sehr bedeutend, weil C 
gegen B immer eine sehr kleine GréBe ist. Der Fehler von (29) gegen (28) 
wird selbst fiir T= oo kaum gréBer als 0,5%. 

Eine weitere Kontrolle fiir die Richtigkeit von (24) erhalten wir, 
wenn wir C gegen Null gehen lassen;  wachst dabei iiber alle Grenzen. 
Der Nenner von (24) nimmt dann folgende Gestalt an: 

Ay aang peer i bys aaa 
Beim Zahler kénnen wir den Grenziibergang nicht unmittelbar durch- 
fiihren, da wir dabei Null erhalten. Beriicksichtigen wir aber, daB bei 
zanehmendem » die glockenférmige Kurve der Modellfunktion immer 
schmaler wird und sich im Grenzfall auf einen schmalen Streifen mit der 
Breite dA und der Hohe g reduziert, so gilt wegen (15) 


258 
dim |/ 


Damit erhalten wir aus (22) oder (24) 


Rm  C, Ada 


aL ~ It ef2l (Aol) =e 


Das entspricht aber genau dem Strahlungsgesetz; nur der Faktor k,,/2 
ist hinzugetreten, doch ist dieser durch Gleichung (1) bedingt. 

So einfach auch Formel (24) gebaut ist, ist sie doch nicht besonders 
fiir die numerische Auswertung geeignet. Da der Potenzexponent im 
Nenner eine groBe Zahl ist, braucht man bei Verwendung von (24) eine 
sechs- oder siebenstellige Logarithmentafel, wenn man die Genauigkeit 
der Formel voll ausniitzen will. Diese Unbequemlichkeit 1aBt sich durch 

weitere Vereinfachungen der Formel (24) vermeiden, allerdings auf 
Kosten der Genauigkeit und des Umfanges des Giiltigkeitsbereiches. 
Es ist keine andere Formel auBer (24) fiir die Leuchtdichte bekannt, mit 
der der ganze Temperaturbereich von 1000° K bis zu den héchsten 
Temperaturen so gut dargestellt werden kénnte. 

Jedoch sind die aus (24) gewonnenen Naherungsfunktionen derart 
einfach gebaut, daB man die Beschrankungen auf engere Temperatur- 


_intervalle gerne in Kauf nimmt. 


| GOLDHAMMER [5] angegeben. Leider geriet sie spater in Vergessenheit. 


Da sie mathematisch kaum Vorteile gegen (24) bietet, soll sie nicht 


weiter behandelt werden. Formel (24) scheint bisher unbekannt ge- 


| 
| Eine dieser vereinfachten Funktionen ist (26). Sie wurde schon von 
) 
) 


wesen zu sein. 

Um auf eine andere Form der Leuchtdichtefunktion zu kommen, 
bilden wir den Logarithmus des ersten Summanden im Nenner von (24) 
und erhalten, wenn wir gleichzeitig die Reihenentwicklung (10) be- 


. achten, nach einigen leichten Umformungen 


ON B BC? BC 
in| (1 + 22} |- Teo sires srece OO 
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Mit der anderen bekannten Reihenentwicklung 


ae poe ie , 
= a ah 31 
In (1 + x) =x 5 ie 3 anes (31) 
folgt statt (30) 
OM lca WO) eed oF ILO 
faites axrke lad Bs. 32) 
in| + i a a es (32) 


Wir iiberzeugen uns leicht, daB das erste Glied in (30), allein ge- 
nommen, eine bessere Anndherung darstellt, als die zwei ersten Glieder 
der Reihe in (32). Wir werden daher im allgemeinen der Reihenent- 
wicklung in (30) den Vorzug geben, ohne jedoch auf (32) zu verzichten, 
da auch diese Darstellung oft zweckmabBig ist. 

Mit dem ersten Glied der rechten Seite von (30) wird aus (24) 


A 


~~ ZB +C) __] 


iE 


(33) 


Wird auch der Summand — 1 im Nenner vernachlassigt, so bleibt 
B 


in ain Sa poe. 


(34) 


Beide Formeln sind an Einfachheit und Genauigkeit kaum zu iiber-~ 
bieten. Bei passender Wahl der Koeffizienten A, B und C — fiir jede- 
der beiden Formeln etwas anders — ist (33) von etwa 2000° K bis zu — 


den héchsten Temperaturen und (34) von etwa 1000° K bis etwa 4000° K 
brauchbar. Zur Auswertung geniigt in den meisten Fallen ein Rechen- 
schieber, eine fiinfstelige Logarithmentafel ist eigentlich schon zu genau. 
Auch diese beiden Formeln scheinen bisher nicht bekannt gewesen 
zu sein. 

Verwenden wir aber die ersten zwei Glieder der Reihenentwicklung 
in (32), so erhalten wir statt (34) 


B 
Inet = ina 4 (35) 
Diese von DE Groot [6] empirisch gefundene Formel ist (34) an Ge- 
nauigkeit fast gleichwertig; ihre numerische Auswertung diirfte jedoch 
zumeist etwas umstandlicher sein. 


Wird in (35) auch noch das quadratische Temperaturglied ver- 
nachlassigt 


B 
InL = es 
n In A - (36) 


so bleibt eine Naherungsformel, die nur in sehr kleinen Temperatur- 


intervallen brauchbare Werte liefert; sie wurde bereits von RASCH [15] 
angegeben. 


Die physikalische Bedeutung der Koeffizienten A, B und C geht i 


aus (23) hervor. 


—_ 
T= 


+ ay 
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A wird maBbgeblich vom Lichtaquivalent k,, bestimmt, B ergibt sich 
in erster Linie aus der Maximalwellenlange A) der gewahlten Modell- 
funktion und C hangt auBer von der Maximalwellenlange von der 
Breite des Wellenlangenbereiches ab. Wir ersehen daraus, daB die drei 
Bestimmungsstiicke Lichtaquivalent, Maximalwellenlange und Band- 
breite in allen Leuchtdichteformeln in gleicher Weise in Erscheinung 
treten und daB daher zur Uberpriifung eines Empfangers drei Normal- 
lampen verschiedener Temperatur notwendig und hinreichend sind, 
vorausgesetzt, daB die Lichtquellen, die wir messen wollen, hinreichend 
genau nach dem PLANcKschen Strahlungsgesetz strahlen. 

Die Leuchtdichte-Formeln sind als halb-empirisch zu bezeichnen, 
da die Modellfunktion, von der sie letzten Endes alle hergeleitet sind, 
empirisch ist. Es wurde zwar schon von GOLDHAMMER [5] versucht, 
die Modellfunktion theoretisch zu beweisen, doch erscheinen alle diese 
ad hoc erfundenen Beweise nicht sehr iiberzeugend; im iibrigen ist in 
diesem Zusammenhange nicht die Frage, warum die Modellfunktion 
brauchbare Werte liefert, wichtig, sondern nur die Tatsache, daB sie 
es tut. 

Um die entwickelten Formeln numerisch auszuwerten, wurde die 
Leuchtdichte fiir eine Reihe von Temperaturen unter Annahme folgender 
Werte [{1, 2, 4, 6, 13, 14, 17] neu berechnet: 

C. = 14380 Mikron: Grad, 

Erstarrungstemperatur von Platin Tp; = 2042° K, 

Leuchtdichte des Schwarzen Korpers fiir Tp, 

Lp; = 600 000 cd/m? = 60 Stilb. 


Grundlage der Berechnungen bildeten die Tafeln von SKOGLAND [16], 
» Davis und Gipson [3] und Rrpaup [21]. Da den Tafeln andere und 
auch untereinander verschiedene Werte von c, zu Grunde liegen, wurden 
Korrekturen angebracht. Es gilt bei kleinen Anderungen von cy und Tp, 
daB die Differenz zwischen der ,,wahren“ (integrierten) Leuchtdichte 
und der (aus einer Formel) berechneten Leuchtdichte praktisch konstant, 
das heiBt von c, und Tp; unabhangig ist. Ferner andern sich B und C 
| proportional c,, wie aus (23) unmittelbar zu ersehen ist. A wird gleich- 
falls nach (23) den gednderten Bedingungen leicht angepaBt. 
) Das Lichtaquivalent k,, wurde hierbei in guter Ubereinstimmung 
mit Angaben von anderer Seite [2, 4, 6, 13} zu 
km = 680,5° Im/W 

berechnet. 

Leider besitzen die oben angefiihrten Tafeln, ausgenommen die von 
SKOGLAND [16], keine besondere Genauigkeit. Auch die Notwendigkeit 
von Korrekturen hat die Genauigkeit der Ergebnisse etwas herabge- 
mindert. Es mu8 daher bei allen folgenden Werten mit einer geringen 
Unsicherheit der vierten geltenden Ziffer gerechnet werden. Eine voll- 
standige Neuberechnung aller Werte war aus technischen Griinden 
unmoglich. 
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Bei der numerischen Auswertung ergab sich 
171)1-10" edn 


I 
aus (24): L= (i ae (143,379/T)) 185.11 att (I) 
171,03 - 10° cd/m? 
aus (33): Hes 1 042 523,55°/(T-+ 70,50) __ 1 oo 
11,22624 — 21 cab (II) 
aus (34): Scala eee T + 66,00° 
Ve 1000° 
: a os = 1999 05 = ee A 
aus (35): lg cme , 7 
1000° \? 
+ 0,692 70: | 7 (IV) 


In den Formeln wurde der natiirliche Logarithmus iiberall durch den 
Zehner-Logarithmus und die e-Potenz durch eine Zehner-Potenz er- 
setzt, um die numerischen Rechnungen zu erleichtern. Die Formeln 
sind mit einer gréBeren Stellenzahl gerechnet, als ihrer wahren Ge- 
nauigkeit entspricht. Wie bereits bemerkt, sind die Leuchtdichtewerte, 
aus denen die Formeln berechnet wurden, bereits in der vierten geltenden 
Stelle etwas unsicher. 


10/2 Nit 


— 109 

— 106 

— 103 

1 
| ee 
S > N HR BS vn Oo (sy 8) TS) ° 

S (my (S) oo > tS} S 
8 8 & 'S 6-34) 5 on one Boe 


Abb. 1. Die Leuchtdichte des Schwarzen Kérpers 


Die folgende Tabelle bringt nun eine Gegeniiberstellung der ,,wahren“ 
Werte, das heiBt der aus (16) berechneten (Summierung in 10nm- 
Schritten) und der aus (I) bis (IV) gewonnenen. Um die Tabelle iiber- 
sichtlicher zu gestalten, wurden die Werte aus (I) bis (IV) nicht voll- 


standig angegeben, sondern nur ihre Differenzen gegen die wahren | 
Werte, also z. B. ,,wahrer‘‘ Wert minus (I). Auch wurden nicht alle | 
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Differenzen berechnet, da dies nicht erforderlich schien, um den 
systematischen Gang der Differenzen zeigen zu kénnen. Die Differenzen 
sind in Einheiten der letzten (vierten) Stelle der wahren Werte ange- 
geben. In der letzten Spalte werden schlieBlich die mit 

Pee LO Win? 
berechneten [1] Lichtausbeuten des schwarzen Kérpers mitgeteilt. 


Leuchtdichte und Lichtausbeute des Schwarzen Ké6rpers 


| 
e. Leuchtdichte |  Verbesserung von Formel Soe 
= cd/m2 (iy Pe) acy) Im/W 

1000 2,716 183 —225 —120 —162 0,000 150 
1200 140,3 = 43 52 25 31 0,003 75 
1400 2,451- 103 a in Sar ag bee 11) 0,025 0 
1600 Wg ee = eh nee | nite ees 0,182 
1700 52,79 0,351 
1800 i 019.8 eae ee as tare 0,622 
1900 | 249,4 1,03 
2000 464,9 eo ee 0 0 1,61 
2042 600,0 0 0 0 0 1,91 
2100 839,5 | 2,39 
2200 1,439- 108 = 5 ie ae | 0 0 3,40 
2300 | 2,356 4,66 
2353 3,010 5,48 
2400 3,707 (Aegean eee eee 6,18 
2500 5,631 7,97 
2600 8,288 EPRI G 0 0 10,0 
2700 11,86 12,3 
2788 | 15,93 | 14,6 
2800 | 16,56 oa ee 0 0 14,9 
2854 | 19,64 16,4 
2900 | 22,60 | 17,7 
3000 30,23 ; + 1+ 2 0 0 20,6 

/ 3100 39,70 | 23,8 

| 3200 =| 51,27 | 27,0 

3300 | _ 65,21 | 30,4 
3400 | 81,85 33,9 
3500 | 101,4 | 0 OS 1 37,3 

4000 | 252.7 BA aes pak a 7 54,6 
5000 917,4 ee ae Cee 0 ee Bo. f 81,2 
6000 } 2,188-109 | 93,8 
8000 | 6,632 | | 89,6 

10000 13,22 0 iiss Sans 73,2 

20000 62,34 a 16 + 18 21,6 

ae co | 6,515-10°T | + 68 + 69 0,0 


Ein Vergleich der Leuchtdichteformeln an Hand dieser Zahlen- 
angaben ergibt, daB Formel (I) und (II) von etwa 2000° K bis iiber 
10 000° K mit einer Genauigkeit von 0,1°% gelten. Mit einer Genauig- 
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keit von 1% gelten beide Formeln von etwa 1500° K bis zu den héchsten 
Temperaturen. Aber selbst bei 1000° K erreicht der Fehler von (I) 
erst 7%, der von (II) erst 
855. 
Die Formeln (III) und 
(IV) sind einander an Ge- ~ 
nauigkeit praktisch gleich- — 
wertig. Die Genauigkeit 
beider Formeln kommt 
im Temperaturbereich von 
20009 K_ bis 3200° K in 
der Tabelle gar nicht zur 
-Geltung, da die Formeln 
hier um héchstens 0,02% 
fehlerhafte Werte liefern. 
Beide gelten bei tiefen 
Ris OU ts eee Temperaturen besser als (1) 
Kurve 2 ... Formel III oder (II). Thre Fehler be- 
Kurve 3 ... Formel IV tragen be? 1000° Ko ete 

4%, bzw. 6%. 
Nach oben sind Formel (III) und (IV) bis etwa 5000° K brauchbar; 
die Fehler erreichen bei dieser Temperatur noch nicht 1%. Bei noch 


Abb. 2. Die Fehler der Leuchtdichtefunktionen 


héheren Temperaturen steigen die Fehler sehr rasch an, weil beide — 


Formeln nur im Bereich der WieNschen Naherung des Strahlungs- 
gesetzes gelten. Beide Formeln sind zur praktischen Anwendung in der 
Glithlampen-Photometrie hervorragend geeignet, da sie in diesem 
Temperaturbereich eine theoretische Genauigkeit besitzen, die die 
photometrische MeBtechnik vielleicht niemals erreichen wird. 

Die in der Tabelle angegebenen Leuchtdichten wurden auch mit den 
Werten anderer Autoren verglichen. Es war dabei erforderlich, die be- 
treffenden Angaben zu korrigieren, da ihnen andere Ausgangswerte 
zugrunde liegen. 

Die alteste Tabelle fiir die Leuchtdichte diirfte von IvEs [7] stammen; 
sie gilt fiir cy = 14330 Mikron: Grad und reicht von 1200° K_ bis 
10 000° K. Die Angaben sind dreizifferig, die letzte Stelle ist unsicher. 
AuBerdem wurde nicht das PLANcKsche, sondern das WrENsche Strah- 
lungsgesetz verwendet. 

In einer Ver6ffentlichung des National Bureau of Standards [20] 
ist eine Tabelle der Leuchtdichte von 1550° K bis 27289 K_ fiir 
¢, = 14320 Mikron: Grad enthalten. Die Werte sind vierziffrig; sie 
unterscheiden sich — nach entsprechender Korrektur — nur ausnahms- 
weise um eine Einheit der letzten Ziffer von den hier angegebenen. 

Die neuerdings von DE Groot [6] von 1000° K bis 5000° K mit 
¢, = 14385 Mikron: Grad auf drei Ziffern berechneten Leuchtdichten 
sind in der letzten Stelle unsicher. 

Berechnet man aus den Formeln (1) bis (IV) die Konstanten A, B_ | 
und C sowie mit Riicksicht auf (23) und (25) die Groen A), und g | 


) 
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fiir jede der vier Formeln gesondert, so erhalt man Werte, die sich von- 
einander zum Teil betrachtlich unterscheiden. Es ist dies durch die 
Mangel der Modellfunktion bedingt, die den tatsdchlichen Verhaltnissen 
nur annahernd Rechnung tragen kann. Durch additive Kombinationen 
von verschiedenen Modellfunktionen kann dieser Mangel zwar behoben 
werden, wie schon wiederholt gezeigt wurde [7, 18, 19], doch ergeben 
sich dann derart komplizierte Leuchtdichteformeln, da8 sie fiir die 
Praxis unbrauchbar werden. 

Man erhalt im einzelnen: 


Formel | (I) (II) (III) (IV) 
| 

A in 10° cd/m? | 171,1 171,03 168,4 166,7 
B in Grad 26 539 26 534 26 444 26 378 
C in Grad 71,68 70,50 66,00 60,47 
A, in nm 554 554 555 555 
n 181 184 196 214 
g 1,030 1,038 1,055 1,110 


Bei idealer Anpassung der Modellfunktion an die V,-Funktion 
miiBte A) = 555 nm und g = 1000 sein. Wir sehen, daB dies nur an- 
nahernd der Fall ist. Die folgende Tabelle der Modellfunktion, die mit 
den Werten, die zu Formel (I) gehéren, berechnet wurde, zeigt dies 
deutlich. 


| ; 2 
in nm | V4 My in nm Vi MM) 
400 = = 600 | 0,631 0,589 
10 0,001 _ 10 0,503 0,457 
20 0,004 | 0,001 20 0,381 0,342 
30 0,012 0,002 30 0,265 0,247 
40 0,023 0,006 40 0,175 0,171 
450 0,038 0,016 650 0,107 0,115 
60 0,060 0,037 60 0,061 | 0,075 
70 0,091 0,078 70 0,032 | 0,048 
80 0,139 | 0,147 80 0,017 0,030 
90 0,208 | 0,250 90 «| 0,008 0,018 
500 0,323 0,386 700 0,004 0,011 
| 

10 0,503 0,546 10 0,002 0,006 
20 0,710 0,711 20 | 0,001 0,003 
30 0,862 0,861 30 0,001 0,002 
40 0,954 0,971 40 _ 0,001 
550 0,995 1,026 750 | a3 0,001 
60 0,995 1,019 60 | = = 
70 0,952 0,959 | 

80 0,870 0,853 | 

90 0,757 0,724 | 
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Die mit der Modellfunktion erzielte Anpassung entspricht etwa der 
mit gefilterten Selen-Photoelementen. Es ist jedenfalls nicht immer zu- 
lassig, die V;-Funktion durch eine Modellfunktion zu ersetzen. Fiir die 
Gliihlampenphotometrie ist die Annaherung aber ausreichend. 


0) 
400 500 600 700nm —xX 


Abb. 3. Die Funktionen Vj und M) 


4. Der Korrektionsfaktor /(7) 


Mit den gewonnenen Kenntnissen von der Temperatur-Leuchtdichte- 
Funktion bereitet die Bestimmung des Korrektionsfaktors /(T) keine 
Schwierigkeit. Dieser in (4) und (8) definierte Faktor macht die durch 
die Anpassungsfehler des Empfangers entstehenden MeBfehler un- 
wirksam. 

Die folgenden Uberlegungen gelten nur fiir gute Anpassung, das 
heiBt, die Korrektionsfaktoren /(7) diirfen nur wenig von Eins ab- 
weichen. 

Wir gehen von (33) aus. Nach leichter Umformung erhalten wir: 


In. [he ra | Pa 37 

Dy as = au 

Die rechte Seite entwickeln wir aber entsprechend (32) in eine Potenz- 
reihe nach 1/7, brechen aber mit dem zweiten Glied ab. 


Elian A B BiG 
n 1 L = jig . T2 (38) 
Nun differenzieren wir nach den Variablen A, B und BC: 
dL aa 1 16 1 L 
ee Fits |aa al + at) te 
| (39) 
Nach (4) ist weiter 
Tb 
(T) = +7 (4) 


Setzen wir 
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a all 
2000 2500 3000°K 


Abb. 4. Die Funktionen a,, a, und a, 


So gilt wegen der oben getroffenen Voraussetzungen 


(7) =1-— = (41) 


Im Bereich der WieNschen Naherung wird der in (39) auftretende 
Faktor 1 + L/A gleich 1. Dort kénnen daher sowohl dL/L als auch /(T) 
durch Potenzreihen nach 1/7 dargestellt werden. Dies gilt auch bei 
héheren Temperaturen, nur tritt zu allen Gliedern, ausgenommen das 
konstante, der Faktor 1+ L/A. Bei Anwendung der LAGRANGEschen 
Interpolationsformel folgt daher fiir f(T), wenn wir /(7,), /(Z,) und f(T>) 
gemessen haben, der folgende Ausdruck: 


MT) = a: f(Ty) + ag° (19) + 43° Ts) (42) 
Dabei bedeuten: 
3 T (1 3 eee “| 
et) eT) bd. T? A 
ine —7,) (T= T. 
ae (TPT) (T elite Hype 7 : 4 (43) 
lee (T — T,) (T — T,) ie 
bomen ta) a 
AuBerdem gilt jdauden a folgende Beziehung: 
A, + a, + a, = 1 (44) 


Die Gleichungen (43) gelten nur unter der Voraussetzung, daf} die drei 
Temperaturen 7T,, JT, und 7; noch im WieEnschen Bereich liegen. Fiir 
T selbst besteht keine Beschrankung. 

In der folgenden Tabelle sind fir T, = 2042°K, T, = 2353°K 
und 7, = 2788° K die Faktoren a,, a, und a3 sowie m = \a,? + a,2 + as” 
angegeben. 
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er 


t 

Be ur a o dy od 

ee ee ee eee 
1000 +43 = +34 94 
1200 423 =38 +16 51 
1400 412 a0. + 8 24 
1600 6S a Roa = oe 11 
1800 L830 2S0 EWG 44 
2000 4+ 1,25 eer G 44 + 0,09 1,3 
2042 + 1,00 0,00 | 0,00 1,00 
2100 BEA yA + 087 — 0,08 0,80 
2200 SNe eg mel 40,79 = 6,12 0,86 
2300 70/090 54 56.97 — 0,06 0,98 
2353 0,00 | 100) 0,00 1,00 
2400 — 0,06 + 0,99 + 0,07 0,99 
2500 Sima + 0,86 + 0,26 0,91 
2600 One + 0,63 a yag 0,81 
2700 — 0,08 2F 0.33 420.75 | 0,82 
2788 0,00 0,00 Sa 1e00 | 1,00 
2800 cee OL — 0,05 4. 508 1,0 
2900 1,13 =) CAT a Boas fee 1,4 
3000 4+ 0,27 S592 —o F ee Re || 1,9 
3200 LewnOue 2371-0 eke 3,0 
3500 cu sak Sed | 4-39 4,8 
4000 sh OS = KG | 4. F458 8,0 
5000 vee te = 10:5 A gal 13 
6000 Bet el 4+ 94 18 
8000 ee ae 412 24 
10000 4g —22 414 28 
20000 +12 —28 J 1% | 35 
00 +14 253 | 4.20 41 


Die praktische Anwendung der Tabelle zeigt das folgende Beispiel: 
Ein Luxmeter habe bei 2042° K den Skalenwert 1,015, 
bei 2353° K den Skalenwert 1,005 und 
bei 27889 K den Skalenwert 1,000. 
Der mittlere Fehler dieser Angaben betrage je 19%. Wie groB ist der 
Skalenwert bei 6000° K und wie groB ist sein mittlerer Fehler ? 
Wir erhalten aus der Tabelle: 
+ 5,7+ 1,015 — 14,1 - 1,005 + 9,4- 1,000 = 1,015 
Das ist der gesuchte Skalenwert. Sein mittlerer Fehler betragt m°%, 
das sind 18%. 
Aus dem Beispiel und der Tabelle ist zweierlei zu lernen: 
1. Bei Interpolationen in dem durch die Priiftemperaturen gegebenen 
Intervall, wird eine merkliche Genauigkeitssteigerung erzielt. 
2. Bei Extrapolationen auBer diesem Intervall steigt die Unsicherheit 
rasch an, wenn wir uns von den Grenzen des Intervalls entfernen. 
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Man darf daher nicht erstaunt sein, auch mit einem MeBgerat, das im 
Temperaturbereich von 2000° K bis 3000° K ausgezeichnete Meb- 
ergebnisse liefert, bei 5000° K oder noch héher betrachtlich fehlerhaft 
zu messen. Es liegt hier ein prinzipieller Mangel vor, der vom Verfahren 
nicht abhangig ist, da wir nur die bekannte Tatsache vor uns haben, 
daB starke Extrapolationen von MeBergebnissen immer sehr un- 
sicher sind. 

Wenn uns eine passend gewahlte Lichtquelle hoher Farbtemperatur, 
etwa eine Gliihlampe mit Blaufilter, zur Verfiigung steht, so kénnen wir 
den Empfanger auch bei einer hohen Temperatur iiberpriifen und somit 
Extrapolationen weitgehend vermeiden. Die Giiltigkeit des WrENschen 
Gesetzes und auch der Formeln (43) ist bei 5000° K noch hinreichend 
genau gegeben. 

Der Hauptvorteil der Korrekturfaktoren zeigt sich aber im Tem- 
peraturbereich von 2000° K bis 3000° K, das fiir die Glithlampen- 
photometrie wichtig ist. Die Korrekturfaktoren kénnen hier ohne 
Schwierigkeit und ohne zusatzlichen Aufwand an MeBgeraten in jeder 
MeBreihe neu bestimmt werden, wenn man nur drei Normallampen ver- 
schiedener Temperatur mitmiBt. Dies ist besonders bei Empfangern 
mit veranderlichen Eigenschaften, wie z. B. bei Selen-Photoelementen, 
wichtig. 


5. Die C.I.E.-Normalreizanteile des Sechwarzen Korpers 


Auch fiir die Normalreizanteile x, y und z des Schwarzen Korpers 
kénnen mit Hilfe von geeignet gewahlten Modellfunktionen fiir die 
Normalreizkurven %;, vy, und Zz, des C.I.E.-Beobachters Formeln ent- 
wickelt werden, die auf den gleichen analytischen Funktionen, wie bei 
der Darstellung der Leuchtdichte, beruhen. 

Beachten wir, daB8 definitionsgemaB y, und V, identische Funk- 
tionen sind, so kénnen wir formell in Anlehnung an Formel (1) eine 
Rotleuchtdichte L,, eine Blauleuchtdichte L, und eine Griinleucht- 
dichte L, definieren. Wir miissen nur in Formel (1) die Funktion V/, 
durch *,, vy, oder Z, ersetzen und erhalten: 


iv 6) 
» 


Ike =a Rin | E, X, di, 


« 


0 
co 


Lobe | E,y,da (45) 


0 


(o.0) 


b BRA AY [ e702 


Die Griinleuchtdichte L, ist definitionsgema8 mit der tiblichen, bisher 
in dieser Arbeit verwendeten Leuchtdichte L, identisch. 
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Aus diesen drei Leuchtdichten errechnen sich die Normalreiz- 
anteile x, y und z nach den Formeln: 


L, 
a ade es 
jes 
= 46 
L, 
a 
Ly Lig Le 


Wir kénnen sogar die drei neu definierten Leuchtdichten mit der 
gleichen Einheit, z. B. in cd/m?, messen. Mag dies auch vielleicht auf 
den ersten Blick befremdlich wirken, so ist es doch zumindest formal 
zulassig, da die drei GréBen, wie (46) zeigt, addiert werden k6énnen. 

Bei der Darstellung durch Modellfunktionen machte nur die Normal- 
reizfunktion %, Schwierigkeiten, da sie zwei Maxima besitzt. Es zeigte 
sich jedoch, daf8 man zu einer fiir die Darstellung von L, und * aus- 
reichenden Naherung kommt, wenn der Teil dieser Funktion zwischen 
380 nm und 500 nm durch L,/6 ersetzt wird. 

Unter diesen Voraussetzungen wurden auf Grund der Werte von 


Jupp [9] fiir * und z des Schwarzen Korpers die folgenden Formeln — 


berechnet. Es wurden nur die Formeln (33) und (34) ausgewertet. 


a ee (V) 
Sees sae 10,999 80 — on . ee (VI) 

1D as Te oe l (VI) 
le ann — 11,67463 Aone (VIII) 


Die Formeln fiir L, brauchen hier nicht niedergeschrieben zu werden, 
da wir die Formeln (II) und (III) unverandert weiterverwenden kénnen. 

Es gelten (V) und (VII) ahnlich (II) im gesamten Temperatur- 
bereich, (VI) und (VIII) aber wie (III) nur unter 5000° K. 

In der folgenden Tabelle sind die Werte fiir x und y nach Jupp [9] 
zusammengestellt; sie wurden nur fiir c, = 14380 Mikron: Grad 
korrigiert. An Stelle der Temperatur ist deren Kehrwert, mit 1 Million 
Grad multipliziert, also in ,,mired‘‘ angegeben. In zwei weiteren Spalten 
sind fiir einen Teil der Temperaturen die Verbesserungen angegeben, 
mit denen die aus (46) berechneten Werte von x und y zu versehen sind. 

Es wurden dabei die drei Leuchtdichten fiir die reziproken Tem- 
peraturen von 0 bis 300 mired mit den Formeln (II), (V) und (VII) 
berechnet, im Gebiet von 300 bis 1000 mired aber mit den Formeln (III), 
(VI) und (VIII). 
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Normalreizanteile des Schwarzen Korpers 


108 Grad Normalreizanteile in 0,000 1 
T x Verbesserung y Verbesserung 
0 2399 +29 2342 +25 
20 2458 2429 
40 2527 +24 2525 ED, 
60 2606 2630 
80 | 2695 2745 
100 ) 2796 | 0 2872 | 0 
120 | 2912 3006 
140 3041 | 3145 
160 | 3176 3276 
180 ) 3311 | 3400 
200 3451 = il 3516 sin 
220 3589 | | 3623 
240 3730 | 3721 
260 3873 | 3809 
280 4014 | | 3887 
300 4150 | ae 3954 er | 
320 4282 | 4009 
340 / 4412 4055 
360 | 4535 | — 1 | 4091 | 0 
380 4655 | | 4119 
400 4769 | 0 | 4137 0 
420 4877 | 4148 
440 | 4982 | 0 | 4153 0 
460 5081 | 4151 
480 5176 4145 
500 | 5265 0 4134 | 0 
550 5468 4090 
600 | 5646 eo 4029 ail 
650 5805 3958 
700 | 5948 | 3881 
800 6189 ail | 3726 | male 
900 | 6376 3582 
1000 6526 +4] 3446 —45 


Die Konstanten der Formeln (V) bis (VIII) sind: 
SSS a aaa |S aR a 


(V) (VI) (VII) (VIIL) 
OO 
in 10° cd/m? 101,90 99,954 477,99 472,74 

in Grad | 24 683 | 24573 32 341 32 282 
in Grad 44,15 38,30 50,60 48,20 
in nm | 591 593 450 451 
276 317 316 323 
| 0,994 1,062 1,685 1707 


RE SS OCs DS 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/1. 4 
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Bezeichnen wir nun die aus (V) hergeleitete Modellfunktion mit My, 
die aus (VII) hergeleitete mit Myzz, so gilt annahernd: 
4am My +4Myn=M,z, 24% My = M, (47) 
Entsprechende Gleichungen gelten fiir (VI) und (VIII). 
Die folgende Tabelle gibt eine Gegeniiberstellung von x, und M, 
sowie 2, und M,,. 


A in nm x4 M, zy M; 
380 0,001 0,002 0,006 0,014 
390 0,004 0,009 0,020 0,056 
400 0,014 0,029 0,068 0,173 
410 0,044 0,068 0,207 | 0,411 
420 0,134 0,130 0,646 0,781 
430 0,284 0,202 1,386 1,210 
440 0,348 0,242 1,747 1,553 
450 0,336 0,281 1,772 1,685 
460 0,291 0,260 1,669 1,562 
470 0,195 0,209 1,288 1,254 
480 0,096 0,133 0,813 0,813 
490 0,032 0,098 0,465 0,553 
500 0,005 0,069 0,272 0,310 
510 0,009 0,069 0,158 | 0,157 
520 0,063 0,107 0,078 0,072 
530 0,166 0,189 0,042 0,031 
540 0,290 0,318 0,020 | 0,012 
550 0,433 0,486 0,009 0,004 
560 0,594 0,669 0,004 0,001 
570 0,762 0,836 0,002 ae 
580 0,916 0,958 0,002 ao 
590 1,026 0,994 0,001 = 
600 1,062 0,974 0,001 = 
610 1,003 0,878 os | - 
620 0,854 0,738 - = 
630 0,642 0,579 = | oe 
640 0,448 0,429 se = 
650 0,284 0,299 = | ae 
660 0,165 0,199 = me 
670 0,087 0,125 = = 
680 0,047 0,075 _ = 
690 0,023 0,043 ~ “ 
700 0,011 0,024 te a 
710 0,006 0,013 = - 
720 0,003 0,006 phi r 
730 0,001 0,003 “ty a 
740 0,001 0,002 es = 
750 0,000 0,001 * = 


Einige Anwendungen der vier Leuchtdichtefunktionen 51 


Die hier durch die Modellfunktionen erzielte Annaherung ist wo- 
méglich noch schlechter als bei der V;-Funktion. Die ausgezeichneten 
Erfolge bei der Darstellung der Leuchtdichten darf uns also nicht dazu 
verleiten, die Modellfunktionen auf alle auftretenden Probleme anzu- 
wenden. 


6. Die Stibechenhellempfindlichkeit und die Stibchenleuchtdichte 


Bei ihrer 12. Session in Stockholm 1951 hat die Internationale Be- 
leuchtungskommission auch die Stabchenhellempfindlichkeit des dunkel- 
adaptierten Auges festgelegt [1]. 

Um Verwechslungen zu vermeiden, werden — entsprechend der Emp- 
fehlung der C.I.E. 1951 — die GréBen und Einheiten des dunkeladap- 
tierten Auges durch hochgesetzte ,,J‘‘ von den entsprechenden GréBen 
des helladaptierten Auges unterschieden. 

Es wurde fiir eine Reihe von Temperaturen die Dunkel- oder 
Stabchenleuchtdichte ZL’ berechnet. Es konnten dabei dieselben 
Tabellen und Konstanten, wie bei der Zapfenleuchtdichte L verwendet 
merden [I 3, 16, 21). 

Nur bei der Wahl des Lichtaéquivalentes wurde eine kleine Anderung 
notwendig. Es wurde namlich mit 

Rigg A147, lt W 
angenommen, anstelle des von der C.I.E. empfohlenen Wertes von 
Ry? = 1746 lm!/W. 

Diese Anderung von k,,’ muB gemacht werden, um beim Platin- 
punkt Tp, = 2042°K die Stabchenleuchtdichte von 600000 cd!/m? 
zu erhalten. 

Zur Darstellung der Stabchenleuchtdichte wurden die Formeln (33) 
und (34) herangezogen. Auf Grund der durch Integration aus den 
Tabellen berechneten Stabchenleuchtdichten wurden die beiden folgen- 
den Formeln errechnet: 

686,83 « 10° cd’/m? 
a 1012 845,60°/(T+ 78,209) __ J 


ae ey ele 707,908 
ecdiim? T + 70,259 


Formel (IX) ist vor allem zur Anwendung von etwa 2000° K bis zu 
den héchsten Temperaturen geeignet. Formel (X) dagegen gilt von 
etwa 1000° K bis 5000° K. Von etwa 1800° K bis 3500° K bleiben die 
Fehler dieser Formel unter wenigen hundertstel Prozent. 

In der folgenden Tabelle sind die ,,wahren’’ Werte, das heiBt die 
integrierten, der Staébchenleuchtdichte zusammengestellt. AuBerdem 
sind fiir einen Teil der Temperaturen die Verbesserungen angegeben, 
mit denen die aus (IX) und (X) berechneten Werte zu korrigieren sind, 
um die wahren Werte zu erhalten. Die Verbesserungen sind in Einheiten 
der vierten (letzten) geltenden Ziffer der wahren Leuchtdichten ange- 

4* 


I 


(IX) 


(X) 
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geben. In der letzten Spalte sind schlieBlich die Verhaltnisse von 
Stabchenleuchtdichte zu Zapfenleuchtdichte L//Z zusammengestellt. 
Multipliziert man den fiir das helladaptierte Auge ermittelten Licht- 
strom oder die Lichtstérke eines Temperaturstrahlers mit dieser Ver- 
haltniszahl, so erhalt man den entsprechenden Wert fiir das dunkel- 
adaptierte Auge. 


Die Stabchenleuchtdichte des Schwarzen Koérpers 


Temperatur Leuchtdichte Verbesserung von Formel Verhaltnis 
OK cdZ/m? (IX) (X) LVL 
1000 0,7480 —894 = Si 0,28 
1200 57,77 = 348 = £0 0,41 
1400 1,366- 103 236 = 10) 0,56 
1600 15,05 Si Eee! | 0,70 
1700 40,71 | 0,77 
1800 99,07 os BY ai 0,84 
1900 220,0 0,91 
2000 ° 4524-108 ey | 0 0,97 
2042 600,0 0 0 1,00 
2100 870,3 | 1,04 
2200 1,581- 10° a 8 0 1,10 
2300 2,730 1,16 
2353 3,580 | 1,19 
2400 4,510 a 0 1,22 
2500 | 7,166 eo 
2600 11,00 + 2 0 | 1,33 
2700 16,36 1,38 
2788 22,69 1,42 
2800 23,69 | aa 0 1,43 
2854 28,62 1,46 
2900 33,44 | 1,48 
3000 46, 16-108 | Beaty 0 1,53 
3100 62,44 1,57 
3200 82,91 | | 1,62 
3300 108,2 | | 1,66 
3400 139,2 | 1,70 
3500 | 176,5 | = I 0 1,74. 
4000 486,4- 108 ed ay 1,92 
5000 2,033- 10° — 2 + 16 2,22 
6000 5,326 2,43 
8000 18,10 Qe 

10000 38,54 0 | 2,92 
20000 204,9+ 109 ey 3,29 
oo 23,36: 108: T ela: 3,59 


Die letzte Spalte der Tabelle zeigt deutlich, daB es bei sehr kleinen 
Beleuchtungsstarken nicht zulassig ist, mit den iiblichen, dem _hell- 
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adaptierten Auge angepaBten Luxmetern zu arbeiten — eine an sich 
wohlbekannte Tatsache. Die Tabelle laBt z. B. erkennen, daB Leucht- 
stofflampen mit 5000° bis 6000° K Farbtemperatur in diesem Falle eine 
eineinhalbfache bis doppelte Wirksamkeit besitzen, als Gliihlampen mit 
dem gleichen Zapfen-, das heiBt Hell-Lichtstrom. 


Die Konstanten der Formeln (IX) und (X) sind: 


(IX) (X) 
A in 10° cd//m?2 686,83 665,0 
B in Grad 29 578 29 399 
C in Grad 78,20 70,25 
7, in nm 497 499 
n 185 205 
g | 1,054 1,096 


Mit den Werten der Formel (IX) erhalt man dann die folgende 


Gegeniiberstellung von Stabchenhellempfindlichkeit Vj’ und der 
Modellfunktion M,/: 
sf 5 J ang 

Wellenlange | Vil | Mil Wellenlange val Mul 

nm | | nm 
| | 

380 0,001 0,001 530 0,811 0,725 
390 0,002 | 0,003 540 0,650 0,566 
400 0,009 0,010 550 0,481 0,420 
410 0,035 0,027 560 0,329 0,298 
420 0,097 0,066 570 | 0,208 0,200 
430 0,200 0,138 580 0,121 0,129 
440 0,328 0,252 590 | 0,065 0,080 
450 0,455 | 0,410 600 | 0,033 0,048 
460 | 0,567 | 0,598 610 0,016 0,028 
470 0,676 | 0,786 620 0,007 0,016 
480 0,793 | 0,942 630 | 0,003 0,009 
490 0,904 1,037 640 0,001 0,005 
500 0,982 1,053 650 0,001 0,002 
510 0,997 0,994 660 = 0,001 
520 0,935 0,873 670 o | 0,001 


Auch hier liefert die Modellfunktion nur eine maBige Annaherung. 
Damit ist die Darstellung der vier Normalreizfunktionen %;, V, = V4, 


Zz, und V,/ sowie der mit 
Schwarzen Ko6rpers abgeschlossen. 


ihnen berechneten 


Leuchtdichten 


des 


Es soll hier ausdriicklich betont 


werden, dafB die in dieser Arbeit abgeleiteten Formeln und Tabellen 
noch mancher Verbesserung fahig sind. Besonders bei der Aufstellung 
der Tabellen wirkte sich die Unsicherheit der Tabellen fiir den Schwarzen 
Korper, die zur Verfiigung standen, recht ungiinstig aus. Auch die Not- 
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wendigkeit, fiir die verschiedenen Werte der Konstanten c, Korrekturen 
anwenden zu miissen, hat die Genauigkeit der Berechnungen nicht gerade 
gesteigert. 

Die praktische Anwendung der Formeln soll nun an einem einfachen 
Beispiel gezeigt werden. 

Drei Selen-Photoelemente, von denen das erste mit einem Rotfilter, 
das zweite mit einem Griinfilter und das dritte mit einem Blaufilter 
bedeckt sind, werden mit Gliihlampenlicht verschiedener Farbtemperatur 
beleuchtet. Farbtemperaturen und Lichtstaérken der Gliihlampen sind 
bekannt, die Ausschlage der an den Photoelementen angeschlossenen 
Galvanometer werden abgelesen und in geeigneter Weise korrigiert, 


um die Proportionalitatsfehler der Elemente auszuschalten. Die Meb- 
ergebnisse sind in folgender Tabelle zusammengestellt: 

Farbtemperatur in °K 2 044 2 356 2 794 

Lichtstarke J in cd 18,82 99,77 565 

Leuchtdichte ZL in 10% cd/m? 607,2 3051 16 240 Werte aus (III) berechnet 
rotes Photoelement /,’ 68,33 306,2 1 453 

griines Photoelement J,’ 35,09" “183.7 1032 

blaues Photoelement J)’ 15,67 102.1 724,4 


Die Galvanometerausschlage J,’, 7,’ und J,’ k6énnen als_,,Licht- 
starken“ aufgefaBt werden. Durch Division durch die wahren Licht- 
starken und Multiplikation mit den .aus (III) berechneten Leucht- 
dichten, ergeben sich ,,Leuchtdichten, die fiir die gefilterten Photo- 
elemente charakteristisch sind. Wir erhalten so: 


rotes Photoelement L,’ 2 204 9 364 41 760 
grines Photoelement Ly’ 1 132 5 618 29 660 
blaues Photoelement L)’ 505,5 3.122 20 820 


Diese Werte lassen sich durch jede der Leuchtdichteformeln dar- 


stellen. Wir wahlen willkiirlich (35): 
1 Ty! = 61087 ae ete | dh 
lg Ly’ = 8,5093 — a ee BS, 
(eo Ey 8 Ursa oe yar (10008) 


Aus diesen drei Formeln erhalten wir schlieBlich wegen (25): 
ne eT 


rot 


grin 


blau 


SS 


B in Grad 
C in Grad 
A) in nm 
n 


23 413 
50,8 


31 149 
107 
475 
142 
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Wenn wir diese Ergebnisse mit den Werten der Modellfunktionen 
fiir die Normalreizfunktionen vergleichen, so ergibt sich: 

Die Funktion x, hat ihr Maximum bei etwa 600 nm, die zugehorige 
Modellfunktion hat » = 276...317. Unser Rotfilter-Photoelement 
ist also zu rotempfindlich, seine Durchlassigkeitskurve ist zu flach, 
da sein 7 zu klein ist. 

Bei dem Griinfilter-Photoelement stimmt das Maximum der Emp- 
findlichkeit ausgezeichnet mit dem der V,-Funktion iiberein. Die 
GréBe mn ist etwas zu klein, da die Modellfunktionen der Formeln (I) 
bis (IV) Werte von 181 ... 214 aufweisen. 

Die Blaufilterzelle hat, verglichen mit 2, das Maximum bei zu groBer 
Wellenlange. Auch m ist betrachtlich zu klein, es miiBte verdoppelt 
werden, um gute Anpassung zu erreichen. 

Versucht man nun die Anpassung durch andere Filterglaser zu ver- 
bessern, so braucht man nur zu beachten, daB m und die Filterdicke 
immer einen linearen Zusammenhang besitzen. Nach einigen Versuchen 
wird auf diese Weise die optimale Anpassung erreicht sein, die mit den 
vorhandenen Farbglasern méglich ist. 

Wir brauchen also, um uns in groBen Ziigen von den Eigenschaften 
eines Strahlungsempfangers zu unterrichten, nichts als drei Glithlampen, 
von denen Lichtstarke, bzw. Lichtstrom und Farbtemperatur bekannt 
sein miissen. Das Verfahren kann selbstverstandlich nicht ein Spektral- 
photometer ersetzen, doch kann es gerade bei Photoelementen gute 
Dienste leisten, weil es eine rasche Uberpriifung dieser leicht verander- 
lichen Empfanger erméglicht. 


7. Die Farbtemperatur und ihre Messung 


Wir haben ein Versdumnis begangen, da wir iiber die Definition und 
Messung der Farbtemperatur bisher nicht sprachen, obwohl die genaue 
Kenntnis dieser GroBe die Anwendung aller abgeleiteten Formeln erst 
ermoéglicht. 

Leider bestehen in der Definition dieser wichtigen GréBe noch groBe 
Unstimmigkeiten. Entweder definiert man als Farbtemperatur jene 
Temperatur, die ein Schwarzer Kérper haben miiBte, um die gleiche 
relative spektrale Energieverteilung, wie der betrachtete K6érper zu 
haben [2, 13] (Verteilungstemperatur), oder man fordert nur, da 
Schwarzer K6rper und betrachteter Strahler fiir einen normalen (C.I.E.) 
Beobachter gleich farbiges Licht ausstrahlen [2]. Doch sind damit die 
Methoden der Farbtemperaturzuordnung nicht erschépft [9]. 

Fiir die photometrische Praxis kommt jedoch in erster Linie die 
Messung der Farbtemperatur mit Hilfe des Blau-Rot-Verhaltnisses in 
Frage. Wir photometrieren dabei den Strahler mit einem blaugefilterten 
und einem rotgefilterten Empfanger und bilden das Verhaltnis der ge- 
messenen Intensitaten. 

Setzen wir dabei voraus, da8 beide Empfanger in ihrer spektralen 
Empfindlichkeit Modellfunktionen entsprechen, so miissen die mit ihnen 
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gemessenen Intensitdten den abgeleiteten Leuchtdichtefunktionen ent- 
sprechen. Wir wollen alle GréBen des Blaufilterempfangers mit dem 


Index ,,d‘‘, die des Rotfilterempfangers mit dem Index ,,7“‘ versehen. 
Aus (38) folgt dann fiir das Blau-Rot-Verhaltnis: 
Ay AS 
IEjs ; ee = ; 


eolt ten) _y ° gBrlTFO) 


Das ist eine recht unangenehme Gleichung, wenn man sie nach der 
Temperatur auflésen soll. Gehen wir aber zu (35) iiber, so erhalten wir 
die folgende einfache Formel, die aber nur bis etwa 5000° K gilt: 
Ay By = B, BCs ra B,C, 

ibs A; ie - 7 

Die Koeffizienten in (49) werden ohne Schwierigkeit mit Hilfe von 
drei Normallampen verschiedener Farbtemperatur, deren Blau-Rot- 
Verhaltnis wir messen, bestimmt. Sind aber die Koeffizienten bekannt, 
so macht die Berechnung der Farbtemperatur eines Strahlers, dessen 
Rot-Blau-Verhaltnis wir gemessen haben, keine Schwierigkeiten. 

Auch (48) kann in ahnlicher Weise zur Farbtemperaturbestimmung 
herangezogen werden, nur miissen hier der Blau- und der Rotempfanger 
einzeln mit Normallampen gepriift werden. 


(49) 


8. Abweichungen von der Schwarzen Strahlung 


Alle bisher abgeleiteten Formeln und alle Uberlegungen gelten nur 
fiir PLANCKsche Strahler. Wir wollen daher versuchen, die Fehler ab- 
zuschatzen, die wir machen, wenn wir die Formeln auf Strahler an- 
wenden, die vom PLANcKschen Gesetz abweichen. Selbstverstandlich 
haben die folgenden Uberlegungen nur den. Charakter grober Ab- 
schatzungen und kénnen keine exakten Ergebnisse liefern. 

Wir beschranken uns auf Farbtemperaturen im Bereich der WIEN- 
schen Naherung und wenden Leuchtdichteformel (35) an: 


B BE 
hl = Pes Mr 
n In A TF ae PR (35) 


Nach (IV) ist nun B = 26 378° und C = 60,479. Fiir eine Temperatur 
von etwa 2600° K wird daher das zweite Glied in (35) etwa — 10, 
das dritte Glied aber nur etwa + 0,4. Dies laBt erkennen, da8 schon 
sehr kleine Anderungen von B sich stark bemerkbar machen, wahrend 
relativ groBe Fehler von C kaum in Erscheinung treten. 

Bestimmen wir nun die Farbtemperatur eines beliebigen Strahlers 
nach (49), so heiBt das, das wir ihm einen Schwarzen Ké6rper solcher 
Temperatur zuordnen, da wir bei beiden Kérpern mit unseren Emp- 
fangern das gleiche Blau-Rot-Verhaltnis messen. 

Wir wollen alle GréBen des Schwarzen Koérpers durch den Index ,,s‘‘ 
von denen anderer Strahler unterscheiden. Haben beide Strahler gleiche 
Farbtemperatur, so gilt offenbar 

L, Le Ly ry 


ie a Ls oder auch ie, = ie (50) 


(48). 
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Bilden wir auch das Verhiltnis L, : L,s, so wird es einen im allgemeinen 
anderen Wert haben, als die Verhiltnisse in (50). Der Unterschied der 
Verhaltnisse ist ein Ma der Abweichung des Strahlers von der Schwarzen 
Strahlung. Haben wir noch einen beliebigen vierten Empfanger, mit 
dem wir die Leuchtdichten L, bzw. L, messen, so kénnen wir das Ver- 
haltnis L : L, berechnen. Auch dieses Verhaltnis wird im allgemeinen 
einen anderen Wert haben als die Rot-Rot und Blau-Blau-Verhaltnisse 
in (50). 

Wir definieren als kennzeichnende GréBe fiir die Abweichung von 
der Schwarzen Strahlung 


Deke gottslin. 
ee E. Ly a the IDs 


Fir L = L, oder L, und fiir L, = Ly, oder L,, wird F gleich Null. Das 
heiBt, daB der Rotfilterempfanger und der Blaufilterempfanger keine 
Abweichungen von der Schwarzen Strahlung messen. Dies ist eine Folge 
der Farbtemperaturdefinition. 

Fiihren wir in (51) aber L, und L,, ein, so wird ein F, ermittelt 
werden, das kleiner oder gréBer als Null sein kann. Im ersten Fall ist 
der Strahler, verglichen mit dem Schwarzen Korper, purpurstichig, im 
zweiten Fall aber griinstichig. 

Nehmen wir nun an, wir hatten bei dem oben erwahnten vierten 
Empfanger eine veranderliche Maximalwellenlange oder — was auf das 
gleiche hinauskommt — eine verdnderliche GréBe B. Nun lassen wir 
die Maximalwellenlange das ganze Spektralgebiet durchlaufen. Dann 
werden wir fiir jede Maximalwellenlange einen anderen Wert I fest- 
stellen k6nnen. Tragen wir die GroBen F und die Wellenlangen in einem 
Koordinatensystem ein, so wird das Diagramm recht genau die spektralen 
Abweichungen unseres Strahlers vom PLANcKschen Gesetz wieder- 
spiegeln. Selbstverstandlich werden kleine UnregelmaBigkeiten der 
spektralen Intensitatsverteilung verwischt sein, da wir mit einem Emp- 
fanger groBer Bandbreite arbeiten. 

Es liegt der Gedanke nahe, F als Funktion von B darzustellen. Die 
Abhangigkeit von C kann in erster Annaherung vernachlassigt werden, 
wie eine genauere Rechnung ergibt. Die GroBe A, deren Verdnderlich- 
keit noch zu beriicksichtigen ist, kann selbst als Funktion von B dar- 
gestellt werden, weil sie als variable Gro8e nur A, enthalt, das durch B 
ersetzt werden kann; A braucht daher nicht weiter beriicksichtigt 
werden. 

Wir wahlen fiir / die Summe einer Funktion zweiten Grades und einer 
Funktion dritten Grades von B 


(B — B;) (B — B,) 
(B, Pei Bi) (B, wy B,) 


1 (51) 


(B a B;) (B — B,) (po B,) 


(Bn ra, By») (By 7 By) (Bn i B,) 

(52) 
Mit den neu eingefiihrten GréBen F,, und B,, sowie dem zweiten Glied 
von (52) werden wir uns spater befassen. 


F =F, + Fm 
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Nehmen wir nun an, daB wir mit. einem Empfanger messen, der 
durch die Parameter A, B und C gekennzeichnet ist, dem C.I.E.-Be- 
obachter aber die Werte A,, B, und C, entsprechen. Dann werden 
wir mit unserem Empfanger im Griin den Wert F feststellen, der C.I.E.- 
Beobachter aber F,. Fiir Schwarze Strahlung haben wir schon die 
Korrekturen abgeleitet, die wegen der Abweichungen von A, B und C_ 
von den richtigen Werten anzubringen sind; sie sind durch (42) und (43) 
bestimmt. Wegen des Unterschiedes zwischen F und F, tritt aber bei 
Abweichungen von der Schwarzen Strahlung noch eine weitere Korrektur 
hinzu, die wir aus (52) erhalten, wenn wir nach B differenzieren und dB 
als Verbesserung von B auffassen. Die Formel (42) nimmt dann die 
folgende Gestalt an: 


f(T) = a (Ty) + 42 f(T 2) + 43 f(T) + aF (53) 
Wir differenzieren also (52) nach B und setzen dann B= B,: 
2B, =e ab. | 
(B= By (Bp RO 
LF B,? — B,(B, + B,) + By By. 
| a (Bm or, B) (Bin on By») (By sa B,) 
Wir betrachten zuerst das erste Glied von (54) und erkennen, da 
es fiir 


dF, =F, dB, + 


dB, (54) 


By = Bb, 


bas (55) 


identisch gleich Null wird. Durch geeignete Abstimmung unserer drei 
Empfanger aufeinander, kénnen wir also einen grofen Teil der syste- 
matischen Fehler bei Messungen an nicht schwarzen Strahlern unwirk- 
sam machen. 

Die verbleibenden Fehler werden in erster Annaéherung durch den 
zweiten Teil von (54) bestimmt. Wir sehen uns daher den zweiten Teil 
von (52) noch einmal an. Zunachst setzen wir (55) ein und erhalten: 

r B’ — 3 B? B, + B (2 B,? + B, B,) — B, B, B, 
a: (Ban == By») (Big, a By) (ys a B,) 
Nun differenzieren wir den Zahler nach B und bestimmen so seine 
Extremwerte. Sie liegen bei 


] 
= B. ae 2/3 (Bo — B,) (56) 


Diesen Wert setzen wir fiir B,, in (54) ein und erhalten wegen (55): 


Sara ©) 6 E 3 -dB, (57) 
In (57) ist vorausgesetzt, daB FE, zu der Lésung von (56) gehort, die 
zwischen B, und B, liegt. Die GréBe F,, erkennen wir als die eroBte 
Abweichung von der Schwarzen Strahlung, die verbleibt, wenn wir die 
Abweichungen, die durch Funktionen zweiten Grades von B dargestellt 
werden k6nnen, eliminiert haben. 
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Es macht keine Schwierigkeit aus (57) Grenzen fiir F,, oder dB, zu 


bestimmen. Lassen wir z. B. dF, = 1% zu, so wird fiir B, — B, = 8000° 
und fir F,, = 10° der zulassige Fehler dB, von B, gleich etwa 160°. 


Wir kénnen also leicht abschatzen, ob wir einen bestimmten Strahler 


noch als Schwarzen Kérper betrachten diirfen oder nicht. 


15. 


16. 


22. 
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Summary 
MENGER [4] furnished a correct mathematical interpretation of the first law 
of thermodynamics using the notion of STIELTJES’ integral. In this note the 
author develops further this interpretation, applying it to a diabatic flow. The 
following items are considered: existence of the total differential of the heat input 
function, inverse problems, the form of the energy equation and the generalized 
interpretation of the fundamental equation of the wave mechanics. 


1. Elementary Mathematical Notions 

We shall cite a few mathematical definitions and theorems from the 
reference [HOBSON, pp. 307 to 520]. 

Definition 1 (p. 394): 

The total differential of a function z = f(x, v) of two independent 
variables (x, y) at the point (%9, Vo) is defined by: 

d% = (02/0x)) dx + (02/0y)y dy. (Lay 
For the existence of a total differential coefficient at (%9, Vp) it is necessary 
that the function z be continuous with respect to (x, y) at (%p, Vo). 

Theorem 1 (p. 402): 

If f,.(x, y), fiy(%, y) have total differentials at the point (%9, Vo), 
then’ /',y, »,(%,.0))9 =a eee 

Theorem 2 (p. 403): 

If the four partial differential coefficients of the second order of 
/(x, y) exist at the point (%, Yo), and if /,,, and /,,, exist in a neigh- 
borhood of (%9, yg), and are continuous relative to (x, y) at the point 
(Xo, Yo), then fyx,v, (Xo Vo) = frye x (%o» ¥o)- 

Theorem 3 (p. 439): 

All functions with only a finite number of discontinuities, or with 
any enumerable set of discontinuities are (RIEMANN) integrable. 

Theorem 4 (p. 439): 

Monotone functions, and all functions with bounded variation are 
(RIEMANN) integrable. 
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Lemma | (p. 507): 
RIEMANN-STIELTJES integral 
b 


[ A» aio (1.2) 


. 


a 
exists, if f(x) is continuous in (a, b), and ¢(x) is a function of bounded 
variation. This may be directly generalized to functions of two and 
more independent variables. 

We shall cite a few theorems from reference [1]: 

Lemma 2 (p. 13): 

Given a function w = f(x, y), which is continuous and defined in a 
certain region, where it possesses continuous first partial derivatives 
j., and f,,. Then f,,, = /,,z, provided that these two derivatives are 
continuous. 


If the line integral 
B 


te [ als, 9.203, (1.3) 


A 
depends only upon the end points, then the integral 


= Dat =D adr sr Fydy +.) =o (1.4) 
é é 


taken along a closed curve must vanish. Denoting such a differential, 
dF, by the perfect or exact differential and limiting ourselves to a two- 
dimensional space and to a region where /’(%, y) is a decent well-behaved 
function (smooth, regular, differentiable, etc.), we obtain from elementary 
Tules: 


p (F,,dx + F,ydy) = | (Fiyx — F, xy) dx dy = 0, (1.5) 
c Rass 
where S is a plane region with the boundary C. We see that in this case 
it is necessary that: 
P yyy = F yxy. (1.6) 

Theorem 5: 

If two functions u(x, y) and v(x, y) are functionally related, Le., 
u = f(v), then their JAcoBiAN J is identically equal to zero: 


' a(u, v) ae tty 
ae) a(x, 9) | 
Attention is called to the fact that the mathematics proves the 
existence of an (RIEMANN-STIELTJES) integral without any conditions 
whatsoever superimposed upon the continuity and/or existence or 
non-existence of the second order derivatives with respect to xx, yy, 


xy, OF YX. 


ers ics: Un Dey — Ud, — 0. (aieye 
1x »y | 
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We shall prove a lemma: 

Lemma 3: 

If the four partial differential coefficients of /(x, y) exist at the point 
(Xo, Yo), if fier and f,y, exist in a neighborhood of (%9, ¥9) and if 
hizev, (40> Yo) F fovex, (Xo Yo), then either f,y, OF fj, or both ‘are digs 
continuous relative to (x, y) at the point (%9, Vo). 

Proof (indirect): | 

Assume that under the conditions in question, /,,, and /,,, are | 
both continuous relative to (x, y) at the point (x, Vp), then by Theorem 2. — 
hinudl¥ox Vor = hicn(%o. Yo) Which isa comtradicrian. 


2. First Law of Thermodynamies and Planck’s Interpretation 


MENGER [4] had demonstrated the correct mathematical interpreta- 
tion of the first law of thermodynamics, which for a perfect gas has the 
form: 

dQ0=q=du+pdv=c,dT+ pd, (2.1) 
where: 


dQ =q =the heat absorbed per unit mass of the fluid (introduced 
from outside) ; 


u = the internal energy of the fluid per unit mass; 

€5 = the specific heat at the constant volume, assumed to be 
constant; 

IP = temperature; 

p = pressure; 

v = volume per unit mass = 07}; 

0 ==. density, 


Assume that all the functions in equation (2.1) are functions of 
three variables {x(¢), y(¢), 2(¢)}, ¢ being a parameter. We shall use the 
notion of RIEMANN-STIELTJES integral. Applying this integral to the 
terms of equation (2.1) with the symbolic notation (x) = (x(¢), y(t), 2(t)): 
dQ(x) = adb(x)s faye Tp ea) Se) a) aay Sce Osta 
p(x) = f(x); du(x) = df(x), we see that the integral of dQ always 
exists, when the functions 7(*) and v(x) are functions of bounded 
variations and the pressure # is continuous. Thus the functions T and v 
may undergo discontinuous changes, provided that they are of bounded | 
variation. Fundamentally, this was already demonstrated by MENGER [4]. 

PLANCK [5, p. 57] writes down: 

‘It is usual to follow the example of CLausius, and denote this 
quantity, g, by dQ to indicate that it is infinitely small. This notation, 
however, has frequently given rise to misunderstanding, for has been 
repeatedly regarded as the differential of a known finite quantity Q. 
This faulty reasoning may be illustrated by the following example. 
If we choose T and v as independent variables, we have: 


dQ = du+ pdv=u,rdT + (u,, + p) dv; (2.2) |i 
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on the other hand: 


dQ =Q,rdT + Q,, dv. (2.3) 
Accordingly, since dT and dv are independent of one another: 
Or = U,T; ere => U,y ae De U,T = Cy. (2.4) 


Differentiating the first with respect to v and the second with respect 
to T, we have: 
Q,7e = UT = Uy + fr, (2.5) 
therefore, ,7 = 0, which is certainly not true.” 
Analogous demonstrations are given in many books. We call the 
attention to two facts in this demonstration, namely, that it is required 
that Q (T, v) and u (T, v) satisfy the condition: 


Q,70 = Qwr; 4,To = UyvT- (2.6) 
Thus, they assume that the existence or the non-existence of the func- 


tion Q (T, v) depends exclusively upon the validity or lack of validity 
of the conditions (2.6). 


Moreover, PLANCK uses only the expression ‘‘... as the differen- 
tial...”, without specifying “‘...as the exact differential...’ or 
“...as the total differential...”, whereas the conditions (2.6) refer 


to an exact differential. 

The usual interpretation of the results, obtained above, is the 
following: Since in eq. (2.2) c, is a constant, and in general 06/0T ~ 0, 
one finds: 


Au,7/dv = Ac,/@v = 0 ~ A(u,, + p)/aT = ap/aT, (2.7) 


hence dQ is, in general, not a perfect differential, or po S20, aun! 


consequently, there does not exist a function Q whose differential dQ 


satisfies equation (2.2). If we assume that pio = 0 with Cy Umer A) 


then 7 dv = 0 if an only if # = f(v) (barotropic flow). In the (x, y) 
plane this can be proved in the following way: 


a0 =O, 4% +0 ,44Y = (ty L524 0,4) d2> (Gg Ty +2 2,,) ay. (2.8) 


Applications of equation (1.6) to the right hand side of equation (2.8) 
Ee! gy ye, Urey = Vyyx,. GIVES: 


ry Usx — Dig V,y- (2.9) 


From equation (1.7) it is obvious that it must be # = p(v). A generaliza- 
tion to a three or more dimensional space follows immediately. Assume 
a two-dimensional plane {x, y} in which the physical phenomena take 
place. This will be called the physical plane. Assume that a function 
Q (x, y), to be called the heat input function, exists, is continuous and 
differentiable. Two cases may occur: 
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(i) O(x, y) = Q(T(x, y), v(x, y)), ie., the function Q can be mapped 
by means of a transformation of coordinates from the {x, y}-plane 
onto the {7, v}-plane, or, equivalently, the function Q can be rep- 
resented as a function of the state; (ii) Q(x, y) cannot be represented 
as a function of {7, v} only, ie., the transformation mentioned above 
cannot be applied. It is obvious that the reasoning of Planck can be 
applied to the first class of functions only, but cannot be applied to — 


the second class. | 


3. Existence of the Total Differential of the Heat Input Function 


Lemma A: 

“Tf in a certain region, E(x, y), the functions T(x, y) and v(x, y) 
are functions of bounded variation and the function £(x, y) is continuous 
in the equality (2.1) with c, being a constant, then the RIEMANN-~ 


STIELTJES integral Q(x, y) = | dQ(x, y) always exists on E.” 


The proof of this lemma follows immediately from the consideration 
in Section 1. Thus Q exists even if T and v are not differentiable. If the 
functions 7(x, y) and v(x, y) are continuous, then Q(x, y) is certainly 
continuous (but may possess discontinuous first derivatives) and con- 
sequently possesses the total differential. Similarly, the functions 
T and v possess total differentials. In the technique just presented, no 
use whatsoever was made of the second partial derivatives of Q(x, y), 
T,v and p, which consequently may or may not be continuous, or may 
or may not exist. Thus we may put down equation (2.8) and, since 
x and y vary independently, we obtain: 


O = Cy d begs a5 p U,x> Us — Cy Hd + p Vy. (3.1) 


The conditions appearing in Lemma A, and referring to 7, f, and v, 
are very light and one may believe that they are satisfied in a predom-. 
inant number of cases occurring in fluid dynamics, even if the second | 
derivatives of these functions are subject to some peculiarities like : 
discontinuities, etc. 

From the form of equation (2.1) it is clear that in no case, except: 
one (dc,/dv = 0p/¢T = 0, p= p(v) only, barotropic flow], can we: 
find a function Q(7, v) such that dQ(T, v) is a perfect differential. But, , 
if the conditions in Lemma A are satisfied, we can always find the function 
()(x, y) such that dQ in equation (2.1) is its total differential in {x, y}-- 
space. 


A function is called to be a function of the state if it is determined] 
by volume, pressure and temperature. As MENGER [4] has dem- 
onstrated, even for one and the same process, the quantity of heat need 
not be determined by volume, pressure and temperature. In other 
words, Q is not a function of the state. 
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4. Inverse Problem 

The diabatic flow is defined to be a flow of a perfect, inviscid, non- 
heat conducting fluid subject to a heat injection by means of heat- 
sources distributed in the fluid medium. It is obvious that the heat 
input function is fully arbitrary and depend often upon mechanical 
devices controlling the heat injection. 

Assume a given heat input function, Q(x, y), in the physical plane, 
which is continuous and possesses continuous first order partial deriv- 
atives, Q,, and Q,,. For simplicity, we assume that the function Q 
possesses also second order partial derivatives Q,11; Q,yy; Q,xy; and Qyyy 


which are continuous and Q,,., = Q,yx Or aQO(x, vy) =0. It seems 


fairly obvious that the considerations given below can be generalized 
to the case Q,,,4Q,,,. We shall investigate the behavior of the 
characteristic functions ~, 7,v of the energetic system, upon which 
Q(x, y) is superimposed. Two cases may be distinguished: 

(i) Q(x, y) = Q(T (x, y), v(%, y)). (4.1) 
Assume that the transformation of co-ordinates from {x, y}-plane onto 
{T, v}-plane is one-to-one, that the JAcoBr1aN of the transformation 
does not vanish and that the second order derivatives of the transforma- 
tion functions *,.7 = %,1rv, Vwr = Y,Tv exist and are finite. Then 
we have: 


0,7= +X X,T + Q,, Muses ORO Xv +0), Vyu5 (4.2) 
Q, LOS Cee X,T Xu AE Cy X,Tv =i ray YT Vu = OF; Y,Tv; (4.3) 
Q,or — One Xv X,T = Ore X ,vT =F Org Vo Mae ae (Os VT: (4.4) 
This implies that: 
O,70 = Owr- (4.5) 
We also have: 
Cy. — 07 ote =i be U,x5 Oe == Q,r ! al Se Oe Vyy5 (4.6) 
Oy = QO,7T Ihe ae ae O,7 ey ate Or U,% U,y = hs OF Uy xy (4 
Oley = QO,7rr jes i. Pits O,r Lye at Oe U,y U,x + On U,yx- (4.8) 
From equation (2.1) we have: Q,7 = ¢, = const. ; Qw =p O prs 
From the condition that Q,,, = Q,,, and the assumption that v,,v,, = 
== U,, V,,, we obtain: 
Cy L xy aie p UV, xy = Cy Thy i p Vy yx- (4.9) 


Bmpcase (i) 7 Lg = Tye OF par ace then ave smist NAVel dco iy 


Cc 


and from equation (2.1) 7 dv = 0, which implies that the flow is 


Cc 
barotropic. 
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Subcase (ii): 


Let Pe Loge bar sf Q);, then 2, 29355 Wy, ANG av + 0; but since 
c 
| 


C 


in equation (2.1) we have pao = 0, one obtains: é | 


é 


Pear + Pra =o. (4.10) 
é | 


é 
From equation (4.5) it is seen that dQ(7,v) is a perfect differential, 


which implies that the flow is barotropic and we must have: al =q 
é 


OF Lon p p dv = 0. Thus this subcase leads to a contradic- 
é 


tion and must be rejected. 

Subcase (ili): | 

Assume that the transformation functions + = x(T,v) and y = y(T, v) 
exist and are continuous; that x,7; x,,; exist; and that x,rrj %,w} 
X,Tv} Xr exist, but nothing is said about their continuity. Moreover, 
let %,r ~ %,»7. Similar assumptions are made concerning the function: 
y(T,v). This implies (see equations 4.3 and 4.4) that O,~n 4 Qvor. 
Calculate from equation (4.2): 


O,rr —- wera (x,7)? SF 5 he *,TT = (ORAS (y,7r)? ata Cy VS TTS (4.11) 

Ons = Oo (%a)" = ee X ,ov SE Oat (Via) + Ors Ysvv- (4.12) 

If %.».r~%,ry and Y»r+-~ Y¥,7rv, then from Lemma 3 we see that 

evidently x,rr and %,.; V,rr and y,.. are discontinuous. At least it 

is so in the neighborhood of the points of discontinuity of x, 7; %,7v} 

Yer; and y,r,. But this implies from equations (4.11) and (4.12) that. 

Q,rrand Q,,, are discontinuous relative to these points. From equations: | 

OF = Q, Ti (anes ain Q,r an XX = O00 ri) i Ow U,xxs (4.13) 

Qryy = ee (4.14) | 

assuming that Q,r; T,xx; Qw3 Usxx} etc., are continuous, we see that! 

Q,x. and Q,,, are discontinuous, but it has been assumed that they’ 
are continuous. Thus this subcase leads again to a contradiction. 

(ii) Q(x, y) =O(T(x, y), v(x, 9); 9). (4.15) 

In this case the heat input function is not a function of state. Since: 


dQ = 0, there must be: 


Dear + Ppd=o (4.16) 
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Assume that each term in equation (4.16) vanishes separately, which 
implies that 7,,, = 7,,, and that the flow is barotropic. But if the 
flow is barotropic, then, as was shown above, the function Q is expressible 
as a function of (7, v) only. Thus this leads to a contradiction and we 
have to assume that 


Huar=— Ppa eo. (4.17) 


This implies that the flow is not barotropic and that Ty, A Tyyy. 
From equations (3.1) one gets: 


OR —— Cy ieee + Py Vy x = p VU, xy) (4.18) 
ee = Cy Ces ain Pau V,y == p Vy, yx (4.19) 
pice 255, T,,2-we get: 


Go Pag Od wae) Pz Cy Poy Die) (0,92 = Uy) (4.20) 
The terms (f,,v,y — ~,y U,x) cannot be equal to zero since this would 
imply that the flow is barotropic. But from equation (4.20) it appears 
that either the case v,,, = v,,, or the case v,,,  v,,, may be considered, 
ean tomy with J. 7, the discontinuities in-I',..5 1,55; 
V,yy; etc. (see Lemma 3 in section 1). Although the example given 
below refers to viscous heat-conducting gases, nevertheless it shows 
that the condition #,,v,,A ~,)v,, may illustrate the possibility of 
an occurrence in physics of phenomena described by equation (4.20). 
The usual assumptions in the theory of the boundary layer are: 
ey — 0: 225-0; ¥,, 7-0; v,, 520, which with the assumption that p 
is a continuous function, permits us to speculate from equation (4.20) 
on the discontinuities in 7,,,; v,yz, etc. 

Shock theory, particularly when the region in question is filled out 
by the net of shocks in “‘the infinitely dense”’ sense (possible assumptions 
in astro-physics) may offer more such cases. Briefly, the form of the 
heat input function, i.e., the form in which the heat is introduced into 
the medium, decides the form of the characteristic functions of the flow: 
T(x, y), v(x, y) and p(x, y). 


5. Form of the Energy Equation 
The diabatic flow is defined to be a flow of a perfect, inviscid, non- 
heat conducting fluid subject to a heat injection by means of heat- 
sources distributed in the fluid medium. It is obvious that the heat 
input function is fully arbitrary and depends often upon mechanical 
devices controlling the heat injection. The diabatic flow is governed by 
the first law of thermodynamics and the Euler equation of motion, 
which in the case of no external forces and with the use of Cartesian 
tensor notation has the form: 
Wes + Uj Ug = — O-' Dy, (5.1) 
where the used symbols denote: 
u; (t = 1, 2,3) = velocity components in {x, y, z}-directions, respec- 
tively. From the equation (2.1) for a perfect gas one obtains after some 
5* 


eee 
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elementary manipulations with the gas constant R = c, — c, and the 
symbol “‘S’’ denoting the entropy: 

o dp = Cp ar — dQ; Cn Pa = Cp Shs a OF = Cp fl ie: == eS (5.2) 
In steady flow conditions with s denoting the running co-ordinate 
along a streamline and V the resultant velocity, equation (5.1) combined ~ 
with equation (5.2) gives: 

V aV [ds + cy OT /0s — 0Q/0s = 0, (5.3) 
which integrated along the streamline furnishes the diabatic flow energy 
equation in the form: 


= V24+ c,T =Q + const; tl =ypy—1) fo, pie 


Here Q denotes the total amount of heat injected into a particle along 
the arc of the streamline from the initial point of integration (s = 0) 
up to some point P(s) on the streamline in question. 


6. Generalized Interpretation of Schroedinger Equation 


When the external forces X; (¢ = 1, 2,3) are acting and with the 
use of equation (5.2) for 9-1 ,; the EULER equation of motion has the 
form: 


big + Uj Wig + Cp Ty = Xe + Qi. (6.1) 
Starting from the SCHRODINGER equation of the form: 
V2y — 8x? mh" Uy —i4amhy, = 0, (6.2) 


where the used symbols denote: 

y = wave function; 

m = mass of a particle; 

U = potential energy; 
with y = aexp (2 #) andy = — (2am)! Bh, MADELUNG [3] obtained 
two real equations: 


div (a? grad) + dx?/at = 0; (6.3) 
1 
Pet > leradg)*—-- Uma" — ab V7a hk? (Sat) a oe 


Denoting the density by «? an the velocity potential by m, one notices 
that equation (6.3) corresponds to the continuity equation and equa- 
tion (6.4) to the equation of motion. Introducing the gradient operator 
into equation (6.4) furnishes: 


as | 
uy + —> grad u? — h? (82? m*)—] grad (a1 V2.x) = —m-1grad U. (6.5) 


“ 


This equation is identical with equation (6.1) if one of two assumptions 
is made: 

(i) — h® (822 m?)-1 (4-1 72a) corresponds to the total heat|| 
(enthalpy) cp 7, cy = constant; — m~1 grad U corresponds to X; + Q 


vty 
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(li) — A? (82? m?)-1 (x-1V2«) corresponds to the difference 
mc, 1 —Q; — m-‘grad U corresponds to Xj. 

Hence, the MADELUNG hydrodynamic interpretation of the SCHR6- 
DINGER equation can be generalized to a diabatic flow provided that 
_ the heat input function, Q, is of such a form that the flow is irrotational 
and the velocity potential exists. 
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Summary 


Polarisation dependent cross-section for scattering of Dirac electrons by 
screened CouLoms field has been calculated in the covariant S-matrix formalism. 
The first contribution to the asymmetry factor a(@) appear only in the second Born 
approximation of the external field. The effect of screening has been found to 
be small except at small angle and low energy scattering. Detailed analyses of 
the results have been given for three cases, viz., when the incident beam is 
(a) unpolarised (b) longitudinally polarised, and (c) transversely polarised. 
Applications to double and triple scattering experiments have been considered 
and expressions for the asymmetry ratio 6 have beén obtained for these cases. 
Results of recent double scattering experiments with longitudinally polarised 
electron beam have been found to compare favourably with the theoretical results 
obtained in this paper. 


Introduetion 


Effect of Coulomb scattering on the polarisation of an electron 
beam has been the subject of investigation of numerous workers, both 
theoretical and experimental. In recent times, work in this line has 
received an added impetus because potential scattering at heavy nuclei 
constitutes one of the wellknown methods for detecting the polarisa- 
tion of the electrons emitted in 6-decay. Morr [1] first showed that it 
was possible to obtain a partially polarised electron beam from an 
unpolarised one after a single Coulomb scattering and that after a second 
scattering there would be an azimuthal asymmetry in the intensity 
distribution of the emergent beam. In order to avoid depolarisation 
effects due to multiple scattering in a double scattering experiment, the 


scatterers in the forms of very thin foils will be most suitable. Moreover, | 


only for scatterers with high values of the atomic number Z, the observ- 


able asymmetry ratio is appreciable. Therefore, in almost all experiments |] 


_— 


H. Banerjee: Polarisation Effects in Elastic Scattering of Dirac Electrons 71 


reported so far either gold or silver scatterers have been used. The 
solution of Drrac’s equation in the presence of CouLoms field cannot 
be obtained in a closed form such that it can represent asymptotically 
the superposition of a plane wave and a spherical outgoing wave. The 
theoretical investigations have, therefore, been restricted mostly to the 
numerical computation of the asymmetry ratio 6 for particular values 
of the atomic number Z of the scatterer, the scattering angle § and 
the electron velocity 6. The most extensive work in this direction is 
that of SHERMAN [2]. BarTLETT and WELTON [3], and Mour and 
TassIE [4] have considered the influence of screening by the outer 
electrons on the scattering by mercury and gold respectively, and have 
found that screening has little influence except at small angle scattering. 
The covariant S-matrix formalism was first applied by Daritz [5] 
to the calculation of cross-section in the scattering of an electron by a 
screened CouLomB field. He made his calculations up to the second 
Born approximation of the external field without studying the polarisa- 
tion effects of the scattering. MITTER and URBAN [6] have tried to 
improve the results of DaLitz by the third Born approximation but 
they have finally given their results in terms of integrals which can be 
solved only numerically. 
In this paper we have studied the effects on the polarisation of 
electrons due to scattering in a screened COULOMB field 
nik 
ro xP (Ar) (1) 
The covariant S-matrix formalism has been followed and the polarisa- 
tion-dependent scattering cross-section has been obtained in closed 
form up to the second Born approximation in the external field. The 
first contribution to the asymmetry factor a(#) appears only in the 
second BorN approximation, so that the error involved in calculating 
numerical values of a(#) from the formula obtained in this paper is 
expected to be of the order of 100 («Z)%. In the limit A= 0, the 
expression for the asymmetry factor a(#) obtained in this paper is the 
same as that derivable from the approximate amplitudes / and G of 
the scattered wave given by McKINLEY and FEsHBACH [7]. Detailed 
analysis of our results has been given for the three special cases v22z., 
when the incident electron beam is (1) unpolarised, (2) longitudinally 
polarised, and (3) transversely polarised. Applications to double and 
triple scattering experiments have been discussed. Recent polarisation 
experiments performed by DE-SHALIT [8] e¢ al, with longitudinally 
polarised £-rays and with aluminum foil in the position of the first 
scatterer have been shown to be in good agreement with our results. 
The effect of screening with the parameter 2 obtained from _ the 
THOMAS-FERMI model has been found to be negligible except at small 
velocity and small scattering angles. The range of validity of applying 
Born approximation methods in CouLoMB scattering has been given 
by Mort and Massey [9] to be « Z/8 <1, where « is the fine-structure 
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ee 


constant and # is the velocity of the electron in our system of units?. 
Thus our results may be regarded as sufficiently accurate only for light 
nuclei and high energy scattering. It has been shown that our results 
agree satisfactorily with those given by SHERMAN [2] for aluminum. 


2. Matrix Elements and Differential Cross-section 


The FEYNMAN diagrams as given below in the figures 1 and 2 
correspond to the first and the second BorN approximations 


Pe 


Fig. 1 


of the static external field in the momentum space. Following JAucH [10] 
the S-matrix elements in this approximation for the scattering of an 
electron from the state with momentum #, to one with momentum #, 


are given by 


(Po [Say Sie $(22)| pi) = (be [aga4) is M(??)| pi) O(€y = 8) 


m2 


= |/ — u(,) fe | (9) O(b2 — p — g) a4q + 


Ey & 


x O(p2 — B’ — Ge) O(f' — p1 — G) d4q, a4, ap : 


: u(p,), 


(2) 


Where ¢, and «, are the energies of the electron in the final and the 
initial states respectively and ~p(q) = y" @u(q). Here p,(q) is the FOURIER 
transform of the static external potential g(x) which we write as 


Le 
Pol) = Ma = exp (— Ar) 


(3) 


* We choose the natural system of units with h =c = 1. The fundamental 


metric tensor adopted here is defined by eu = 


el ys 


822 


§33 


8o0 = land gy = 0) 


Polarisation Effects in Elastic Scattering of Dirac Electrons 73 


with , a unit time-like vector. In the frame of reference considered, 
_ the spatial part of 2, is zero. We have then 


Ze 1 


| d Gul) = Mu" (Q2)32 : 2+ ae -0(9°), (4) 
whence 
Paes 
a [MON + MUM p,) = O5 + alba) O (by), (5) 
where 


1 ae 
e= [22+ 4p2sin29/2 223° C +p}n See eae) 
with 


b= lpi|=|ps|; 84 =e; O= FPP — (7a) 
r= #1, | —— Ne ae = = (7 b) 
EPMA [fa = P |*) A? 4 1p" — 0, |*) (10,2 = |p’ Pt) 
and 
(Pi + Por J _ 
2 
= ft ; oe (7c) 


u—>+0 (A2 ae Po = p’|?) (A2 ae 2) (\p,|2 — 
The integrals J and J as evaluated by Datitz [5] are 


w) 


m2 
re 

p Sin 6/2 |/ [24 + 4p? (2? + p? Sin? 6/2) | 

oa = A> Sin 6/2 } 

le | [42 + 4 p? (22 + p? Sin? 9/2) ] | 

inl (At + 40? (1? +p? Sin? /2)) + 2p? Sin A (8) 
j | 74 + 4 p2 (A2 + p? Sin? 6/2)] — 2 p2 Sin 6/2 
FT p 


and 
j=|r- Zi a ELD 
2 p2Cos?6/2 2 p3 Cos? 6/2 
th t Sin 6/2 ; 
fing — gets tant #58 Alt (9) 
The differential scattering cross-section is now given by 
do 
dQ 


and from (5) we have 


= (27)? 2? |(, (MOY + M)| 4.) (10) 


Z2 of 
IPs A) + MMA p,))? = ee ; 


m2 > —> > 
2 TetIN Paha) 0 Pips Cs) Ol, 
(11) 
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where 


; 1 Ze | 
ae EE Sng mee i Il 


oes 


Be 43] (12) | 


and 


P(p, ¢) = u(p) HP). 
The matrix u(p) a(p) is, in fact, the density matrix of the electron 
in the momentum-state ». Explicit representation of the density matrix 
in terms of the energy-momentum 4-vector and the polarisation direc- 


tion f has been given by TOLHOEK and Lipps {ll}. If we define the 


a 
unit vector ¢ as the direction of the spin-angular momentum of the 
electron in the LorENtTz frame of reference in which it is at rest, then 
it can be shown that 


PG =1(1- Pla —sy, (13) 
where 
ee ae Mee £8 | 
TES St sae fee ee (14) 
and | 
yo = yp yl yr ya, 


The density matrix for a partially polarised electron beam may be 
represented by the same expression as in (13) except that here one 


writes t € instead of ¢, where |r| (<1) is the degree of polarisation. 
The justification for this procedure rests on the fact that a partially 
polarised state may be regarded as the incoherent superposition of 
electron states with the same momentum but different polarisation 
directions. The density matrix @ of the resultant state is thus the 


average of the density matrices o(¢;) of the constituent states. From 
the linear dependence of the density matrix on the polarisation direc- 
tion it is thus evident 


In the present case the incident beam is taken to be polarised in 
the - direction = with degree of polarisation t,. The density matrix 
Phy, ct.) corresponds to the detector which receives the electrons 


scattered with momentum by and polarised in the direction a We 
now get from (9) 


Polarisation Effects in Elastic Scattering of Dirac Electrons 75 


do 4m? 6 3 ard 
BO aa 5 Sin® 6/2) | Pi gE ares 


1 rs ZL 
x oe Sin? 6/2 =o e+ ni seZ mp (Py tT; q)n 


— > 


x P(py, &) (I — J) + Ply. &) Plbp &) n (I — al = 


m2 


2 02) ar tega| 27 O — B? Sin? 6/2) x 


1 Z Z 
« (epasma 2 Re(r + pi) —2%Zerer—p} x 
x (+1 -G) +25 mim(r— J) ue Us 


x {45° (my My) + Ly* (my X Ma)} +. (yp? — 1) x 


if Z >> lhc aml 
: ke + 4 p? Sin? 6/2 = 2 Rell | . (64° 9) (62°) + 


> eOrlh a>r > 


+ (04° 74) (C2 ° “ap taly ue : 


224-4 p2 Sin? 6/2 


rah x 


. See > = > > > > 
x 2 (714 * My) (Cy ° My) (So Me) — (Cy° 4) (Ca° ny) — (x ns) (G Ny) | 


15) 


a) 


| where 
| 1 = Py/|Px\; Ne = Pel|Pa!; Yl — f*) (16) 
In the above Re and Im denote the real and imaginary parts respectively 
of the expressions following. Following ToLHOEK [12] we can write 
the above expression in the form: 


d ii 1} D(0 guerra Weg s37 
B16) 1+ a1 G+ [OOo]: tae Gh xm) + 


+ Sa° (M4 X Me)] 4 all : |. (C1 * %) (Cp * 4) + 


a a 1 G&G f > > > > > > 
+ (04°) (Co* M2) + al ‘ A [2 (m+ Me) (04°) (Cg M2) — 


> > > > > —> > 


— {(E, +m) (Com) + (Gye me) (Co a) FI (17) 
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where 
1(6) = t — 2 Sin? 6/2) — oe (22 + 4 p2 Sin? 6/2) x 

x (0 — 2 Sin? 6/2) Re (I + J) + =: Re (I — |}: (18 a) 
D(6) = — (22 + 4 p? Sin? 6/2) 62 Sin 0 - Im (I — J), (18 b) 
F(0) = ie = ‘1 = — (22 + 4 p? Sin? 9/2) Re (I + n| (18 c) 
and 
G(6) = oe Boe (22 + 4 p2 Sin? 6/2) x 

fy Re + J) —Re— J]. (18 d) 


Further, from (7) and (8), we have 


aie A2 + 2 p2 (1 + Cos? 6/2) 
Re (I+ J) = : 
ae! (2 £3 Cos? 6/2) i 6/2 [At + 4 p? (22+ p? Sin? 6/2)] 
et A p Sin 6/2 
\[At + 4p (22 + p? Sin? 0/2) 
1 in 6/2 2 
+ Sin 672 tan o silee tan? a (19 a) 
m0? (A2 + 2 p? Sin? 6/2) 
Re (I — J) = 
ea p? Cos? 6/2 E 0/2 [At + 4 p? (a2 + p? Sin? 6/2)] ° 
x tan-! ——_—— es cli = | 
\[At + 4 p2 (22 + p? Sin? 6/2)) 
l _, p Sin 6/2 2p 
a ee Sa a. a lees 
+ Sin 62 tan 7 tan Fl (19 b) 
and . 
2 22 +. 2 p? Sin? 0/2) 
Ing Sa ( 
2 p* Cos* 0/2 | Sin 6/2 |/ [At + 4p? (22 + p2 Sin? /2)] : 
se in LAE 40? (E+ pF Sin? 9/2) + 2p*Sing/2 A 
[At + 4p? (22 + p? Sin? 8/2)] — 2 p Sin 9/2 \i4e+ alt 


(19 c)#) 
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If we retain terms only upto the order of A2/p2 and neglect higher 
order terms in (19) we get 


3 
Re (i+ J) =— a557 4 Sin 6/2) Sin 6 ik 
Pex oe cn A (1+ Sin 6/2) 
Be) ie Sn 6/2) Sin 6/2 f pb -Sin 62 | ae) 
and 
ae 6° ape pen Cot? 62 ; 
Im UJ) = sae eagy in Sin 0121 J ere | (20 c) 


From (18) we now obtain with the above approximate expressions 


(6) = — B? Sin? 6/2 +2 «Z B Sin 6/2 (1 — Sin 6/2) f +4 x 


1 . 72 | 
* B® y? Sin 6/2 (1 — Sin 6/2) * 4 p? Sin? “atl: (21 a) 


Z 
D(6) =~ ; B tan 6/2 Sin? 6/2 In Sin® 6/2 x 
A? In Sin? 6/2 + Cos? 6/2 
A F 2p) ~ Sin?0/2 In Sin? 62 |: on) 
B2 Sin 6 maZ  Sin6/2 eet 
F(6) = | | 2 
(6) 2 1 B 1+SinbP f 4 p? Sin? 7) ae 
and 
iy = 1)? Si 0 maZ(y—1) Sind/2 
a 5.3 ea Fe 1+ Sinope * 


Ae ear Sin Of2 5 | A? ad 
p (y—1)Sin6/2 | 462 Sin? 6/2] |” ee) 

It may be mentioned here that though the agreement between the 
expression for the intensity distribution of the scattered beam as obtained 
by ToLHOoEK [12] (cf. equation 3.8) and our expression in (17) is close, 
it is, however, not exact. This discrepancy may probably have occurred 
because following Morr [1], ToLHorek has considered only positive 
energy states of the electrons and has, therefore, described the polarisa- 
tion with 2 x 2 density matrices. In the present work, however, 
negative energy states of electrons have been taken into account and 
the density matrices have been expressed as 4 « 4 matrices. 


x {i+ 


3. Specialisation of the Polarisation of the Incident Beam 
In the following discussion the unit vector n{- “Lo i) normal 


to the plane of scattering has been taken in the direction of x-axis. 


re 
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The direction of momentum m, of the incident beam has been taken in 


the direction of x,-axis. The components of m, in the directions of 
x, and x, axes have been denoted by m,, and mg. respectively and so 
also for other vectors. We have also used the following abbreviations 
=20 = ana go) = 27, aay 
[(0) I (0) (8) 
where [(6), D(0), F(0) and G(@) are given in (21). 
We now specialise to three cases, viz., when the incident beam of 
electrons is (a) unpolarised, 7.e., 7, = 0, (b) longitudinally polarised, 7.e., 


a = n, and (c) transversely polarised, 7.e., ¢,-, = 0. 


(a) Unpolarised Incident Beam: In this case the expression for 
do/dQ in (17) reduces to 


BTA) 1 + a(6) f5 0). (23) 


Therefore do/d2 is maximum when a = a(6)/ |a(0)| », so that the 


scattered beam is polarised perpendicularly to the plane of scattering. 
The degree of polarisation t, is given by 


do i 
= dQ max dQ) min | 


= =] |, 24 
To pe | oy a( ) ( ) 
dQ max dQ min 
Hence 
TC, = a(6) n. (25) 


(b) Longitudinally Polarised Incident Beam: We have a = n, and | 


T, > 0, so that the expression for do/dQ in (17) becomes 


do iy 
70 ~ 9 1 (9) 0 + T, Co, {1 — g(8) Sin 6} + 


+1, Cap {/(8) + g(0) Cos 6} + Cog a(6)]. (26) | 


Therefore, if t, be the tee i Aten of the scattered beam and 


a 
Cy its direction of polarisation we get 


ty C= Tym, + a0) n+ {(9) (wx m) + 7,8(0) (wx my). (27) if 


The longitudinal depolarisation L is given by, 
L = 21, Sin 6/2 (Sin 6/2 — (8) Cos 0/2). (28) ) 
(c) Tvansversely Polarised Incident Beam: The polarisation direction: 
of the incident beam is now in the x, — xg plane, so that from (17) 
we get ; 
do ix. 
10°93 1(9) {1 + ty a(9) C13} — Cor Ty Cae {g(8) Cos 6 + f(8)} + 


+ C997 Cra {1 — g(9) Sin 6} + C53 {a() + 7 Cy5]. (29) | 
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a 
Therefore, if t, and ¢, are respectively the degree and direction of 
polarisation of the scattered beam, we have 


T, fy = 1,5, + a(8) n — 1 g(6) (2, (nx m)} mg + 19) (1 XC). (80) 


_ Longitudinal pears of the ee of the scattered beam is 


ty (Ca Ma) = ty [(Cr Ma) — 8(8) {Ea (wx m)} + 100) {0 x Ey) mah] (81) 
so that if ¢, be eas a to the scattering plane, the longitudinal 
component of t, ¢, vanishes and the transverse depolarisation T in this 


case is given by 


T = —a(6)-(G,-n) 


4. Applications to Double Scattering Problems 


In a double scattering experiment the electron beam which has 
already been scattered once is made to undergo a second scattering and 


the intensity of the beam scattered finally in the direction 7,’ is measured. 
Remembering that for this scattering the polarisation vector and momen- 


tum direction of the incident beam are given by tT, ¢, and m, respectively, 
the expression for the intensity of the finally scattered beam can be 
directly obtained from (17) as 


do 4 ae a F 
70 | [1 + a(6’) tT. 04°’), (32) 
where 
(ig X mg’) =n Sin’, = Xm, my! (33) 


From (32) it is thus evident that there will be asymmetry in the inten- 
sities of the beams scattered in the same plane and at the same scattering 


angle 9’ but oriented on opposite sides relative to mj. This is known 
as left and right asymmetry. The asymmetry ratio is given by 


_(ia),— (ea), 


“ IL _ 4/9’) t (C0), (34) 
dQ) a Nd Oly 


where R and L denotes right and left scattering for which the directions 


—_> 


of the normals to the scattering planes are given by n’ and —w’ 
respectively. 

In order to analyse the implications of equation (34) we specialise, 
as in the preceding section, to three cases, viz., when the incident beam 
in the first scattering is (i) unpolarised, (ii) longitudinally polarised and 
(iii) transversely polarised. 


Ny nigh mg 
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(i) Unpolarised Incident Beam in the First Scattering: Corresponding 
to this case we get from (34) and (25) 


6 = a(0) a(0’) Cosg, (35) © 
where 6, 6’ are the scattering angles and g = XN, n', The expression 
for a(9) correct upto the second Born approximation can be obtained 
from (21a) and (21 b) as 

(0) D(6) «aZ$ tan 6/2 Sin? 6/2 In Sin? 6/2 
a sd — . 
T(6) y (1 — B? Sin? 6/2) 
where A, is the contribution of the screening. Up to the order of A?/p?, 
we have 


(1+4,), (36) 


A In Sin? 9/2 + Cos? 6/2 


ae p2 Sin? 9/2 In Sin? 9/2 


(37) 


Table 1. Theoretical results for a(#) for a number of scattering 
angles @ and at different electron energies Ezj, for scattering by 
aluminum (Z = 13) 


6 | | 
Pena 459 60° / 750 90° | 105° 
Exin | 


| 
| | 
205 kev. (6 = 0.7) — 5.95 x 10-8 | — .0125 | — .0164 | 


— .0218 | — .0263 
341 kev. (6 = 0.8) — 5.86 x 107-3 | — .0125 | — .0168~ — .0232 | — .029 
661 kev. (6 = 0.9) — 4.92 x 10-3 | — .0107 | — .015 | — .0217 | — .0288 


In Table 1 we have given some values of a(9) for aluminum scatterer 

(Z = 13) as obtained from (36) neglecting the screening correction 4). 
A comparison of our values with those in Table III of SHERMAN [2] 
obtained by exact numerical computation shows that the values obtained 
by SHERMAN are, in general, numerically greater than those obtained | 
by us, the deviations being of the order of 10°% as expected. The result | 
of the screening correction given in (37), therefore, consists in diminishing 
this deviation because 4, is always positive. Approximate value of 4 | 
obtained from the THOMAS-FERMI statistical model of atomic charge 
distribution with the improvement suggested by Bour [13] is given by 

2/3 2/391/2 
Pe: a! muna ie i (38) 
a 

where Z, is the atomic number of the scatterer, Z, ¢ is the charge of the J 
scattered particle and a, is the first BoHR radius of hydrogen atom. 
The correction term in (37), therefore, increases with the atomic number 
of the scatterer and for the same scatterer it decreases with increasing 
scattering angle @ and increasing energy of the electrons For the4 
scattering of electron by aluminum (37) becomes | 


__ 1.873 (1 — 6?) | In Sin? 6/2 + Cos? 0/2 
B2 Sin? 0/2 In Sin? 0/2 


A, 


Percents 
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For = -9 and 86> 60°, we find Aye 1% 


(i) Longitudinally Polarised Beam Incident on the First Scatterer: 
In this case we obtain from (27) and (34) 


d= a(0’) [a(0) (n+) +14 (y+ mn") +1, 110) {( x m,) «nf 


+ 1 98) {(m x my) °F] (39) 
Recently in double-scattering experiments by DE-SHALIT ef al [8], 
longitudinally polarised £-rays were first scattered by an aluminum 
foil through a right angle and then through an angle of 75° by the second 
scatterer. Both aluminum and gold foils were used in the position of 
the second scatterer. Measurements of the intensities were made for 
the second scattering symmetrical with respect to the first scattering 
plane, so that »-n’ = 0. From (39) we, therefore, get with 6 = 2/2, 


> 


6’ = 75° and n’ = Ny 

5 = 1 4 (75%) {1 — o(/2)}. (40) 
The kinetic energy of the f-rays ranged from 0.9 mev. upwards. In an 
analysis of this experiment GuRSEyY [14] has taken the average kinetic 
energy to be about 1.15 mev., so that 6 = 0.95. Now, from (21 a), 
(21 b) and (21 d), we obtain for aluminum when £ = 0.95 


a (75°) = —0.012 and g(n/2) = 0.432. 


If we take t, = — 6 = — 0.95, we get 26=1.3% instead of the 
experimental result (0.12 + 0.5)°{ obtained for aluminum in the posi- 
tion of the second scatterer. This discrepancy may be explained as the 
consequence of depolarisation effects due to multiple and_ plural 
scattering. When gold foil is used in the position of the second scatterer, 
we have to calculate a (75°) for gold. This value may be obtained from 
the tables given by SHERMAN [2] by extrapolation. An approximate 
value of a (75°) for gold is thus 0.07 for 6 = 0.95. We then get from (40), 
26 = 7.55% instead of the experimental value (5.4 + 0.4)%. Our 
result, however, appears to be slightly better than the value 26 = 9% 
obtained by GursEy [14] for this case. 


(iii) Tvransversely Polarised Beam Incident on the First Scatterer: 
Although no experiment has as yet been performed with transversely 
polarised electron beam our calculations, in what follows, may prove 
to be useful in triple scattering experiments. 


For the sake of simplicity we consider first the case when ¢, t 
polarisation direction of the initial beam, is perpendicular to; the fe 


scattering plane. Then, from (380) and ne we get with aes = + n 
OO " f(a, 0, + a(6) lent, (41 a) 


In a triple scattering experiment with ere electron beam, the 
electrons incident on the second scatterer will be transversely polarised 
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with 110, = a(6p) n according to (25), where 6, is the first scattering 
angle. So that, from (41), we get 


5 = a(6’) « {a() + a(6)} 2° n (41 b) 


{ 
~{ 


We next consider the case of symmetrical scattering, 7.e., when n+ n' = 0. 
Equations (30) and (34) now give 


b= {Gen +10) (wx G) +n. (42 a) 
If the first scattering be through a right angle, 7.e., if <4, M2 = 7/2 


= — 
then n’ = nm, so that (42 a) now reduces to 


5 = 1/0) {(v x G) 0} = — 4/0) Sing, (42 b) 
where 
—— Poe 


~ 5. Conelusions 


As has already been mentioned earlier our calculations are useful 
only in the scattering of high energy electrons by light nuclei. In double 
scattering experiments with unpolarised electron beam only gold and 
silver foils have been used so far for reasons already referred to. In 
such an experiment the asymmetry ratio 6 depends only on a(@) which 
when calculated from our results should involve an error of the order 
of 100 (x Z)°%. If however, double scattering experiments are performed 
with polarised electron beam, the coefficients like /(@), g(@) play an 
important part in the final asymmetry ratio 6. The errors involved in 
calculating the values of these coefficients from the approximate expres- 
sions given here are of the order of 100 (« Z)?%. For silver the error 
is thus only 12°, which is within the limits of experimental error and 
for lighter elements the results are expected to be very satisfactory. 
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Kernreaktionen in direkter Wechselwirkung 


Von 
0. Hittmair, Buenos Aires (Argentinien) 


(Eingegangen am 10. Januar 1958) 


Zusammentassung 


Es wird tiber die Méglichkeit direkter Kernreaktionen, bei denen sich kein 
Zwischenkern bildet, berichtet. Ausgesprochen direkte Wechselwirkung findet 
man fiir sehr hohe Energie der anfallenden Teilchen infolge der Durchsichtigkeit 
des Kerns und fiir mittlere und niedere Energien bei Oberflachenreaktionen, wo 
das Kernpotential nicht mehr wirksam ist. Der differentielle Wirkungsquerschnitt 
fiir direkte Prozesse wird formuliert und mit Hilfe der Methode der Impulsnaherung 
fiir beide Falle ermittelt. Die erhaltenen Wirkungsquerschnitte zeigen eine fiir 
das Kern-Anfangs- und Endniveau charakteristische Winkelverteilung. Diese 
kann in bezug auf Spinunterschiede und relative Paritat wichtige Aufschliisse geben. 


1. Einleitung 


Das tibliche Bild einer Kernreaktion zeigt eine Partikel, die in den 
Bereich der Kernkrafte des Anfangskerns eindringt und mit diesem einen 
Zwischenkern bildet. Den Energieniveaus dieses Zwischenkerns ent- 
sprechend bestehen verschiedene Resonanzenergien der anfallenden 
Partikel beziiglich der durch sie eingeleiteten Reaktionen. Der Zwischen- 
kern macht keinen Unterschied zwischen urspriinglichen Kernnukleonen 
und neu hinzugekommenen Nukleonen. Dadurch ist das weitere Ver- 
halten des Zwischenkerns — insbesondere sein Zerfall — nur von seinem 
Zustand und nicht von dessen Entstehungsgeschichte abhangig (BoHR- 
sche Hypothese). 

Bedingung fiir die Brauchbarkeit dieses Bildes ist, daB die freie 
Weglange der einfallenden Partikel (des einfallenden Nukleons) in der 
Kernmaterie klein ist gegeniiber den Kerndimensionen. Diese Be- 
dingung ist fiir Energien der einfallenden Partikel = 50 Mev (fiir Kerne 
mit A > 10) nicht mehr erfiillt, und der Anfangskern zeigt beziiglich 
dieser Teilchen keine scharfumgrenzte Oberflache mehr. Diese stellt 
sich ja als eine Folge der kurzreichenden Anziechungskrafte aller in Frage 
kommenden Nukleonen auf das eindringende Teilchen dar. Bei Energien 
= 50 Mev ist nun die freie Weglange der einfallenden Partikel in der 


Kernmaterie so groB, daB nur einige wenige Kernnukleonen mit ihr in 


Wechselwirkung treten, bevor sie den Kern wieder verlaBt. Die anderen 
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haben sozusagen dafiir keine Zeit. Eine Theorie, die das Verhalten des 
Kerns gegentiber derart schnellen Partikeln phdnomenologisch be- 
schreibt, mu8 also sowohl der partiellen Durchsichtigkeit wie auch der 
diffusen Oberflache des Kerns Rechnung tragen, die dieser den Partikeln 


' entgegenstellt [1]. 


Bei noch héheren Energien der einfallenden Partikel (2 200 Mev) 
tritt diese — wenn iiberhaupt — nur bei direkter Kollision mit einem 
Kernnukleon mit dem Kern in Wechselwirkung, und dieser Wirkungs- 
querschnitt einer ausgesprochen direkten Reaktion wird nahe Beziehung 
zum Nukleon-Nukleon-Wirkungsquerschnitt in freier Kollision auf- 
weisen. 

Aber nicht nur bei sehr hohen BeschieBungsenergien treten Kern- 
reaktionen ausgesprochen direkter Wechselwirkung auf. Die Wellen- 
funktion der Kernnukleonen zeigt auBerhalb des gegenseitigen An- 
ziehungsbereichs — also auBerhalb der Oberflache des Kerns — rasch 
gegen Null abfallende Form. Es ist der typische exponentielle Abfall 
der Wellenfunktion eines gebundenen Teilchens auBerhalb des An- 
ziehungsbereichs. Es besteht also eine noch endliche Wahrscheinlich- 
keit, Kernnukleonen knapp auBerhalb des Kerns anzutreffen. 

Tritt nun ein solches Kernnukleon in Wechselwirkung mit einem ein- 
fallenden Teilchen, so beriihrt das die anderen Kernnukleonen nicht 
und ihre Anwesenheit wird sich nur dadurch bemerkbar machen, daB 
dem im Kernverband schlieBlich verbleibenden Teilchen nur ganz be- 
stimmte Niveaus zur Verfiigung stehen. Neben unelastischer Streuung 
ist hier insbesondere Platzwechsel des einfallenden und des Kern- 
Nukleons von Bedeutung. Oberflachenreaktionen vollziehen sich also 
in ausgesprochen direkter Art. Fiir ihr Zustandekommen eignen sich 
am besten Energien der einfallenden Partikel < 30 Mev, fiir die die 
Kernoberflache scharf definiert ist. Natiirlich ist der Effekt experi- 
mentell deutlicher, wenn er nicht durch eine Resonanz der Zwischen- 
kernbildung fiir dieselbe Reaktion tiberdeckt wird. Dann aber auBert 
er sich besonders durch seine charakteristische Winkelverteilung. 

Zu den Oberfléchenreaktionen sind auch die Stripping- und Pick-up- 
Reaktionen zu rechnen. Bei den letzteren reiBt z. B. ein streifendes 
Proton ein Oberflachenneutron an sich und entkommt als Deuteron. 
In der Sprache der formalen Reaktionstheorie ausgedriickt, haben die 
direkten Oberflachenreaktionen ihre Quellen in jenem Gebiet, in dem 
sich die Konfigurationsrdume der Anfangs- und Endpaare tiberdecken, 
ohne schon zum inneren Bereich des Zwischenkerns zu gehoren. 


2. Formulierung des mafgebenden Matrixelements 


Die stationare Wellenfunktion aller beteiligten Teilchen erfiillt in 
aller Allgemeinheit die SCHRODINGER-Gleichung 


eet et Vet Vee Vales, 6S EP (1) 
H: ist der HAMILToN-Operator des um die Partikel ) verminderten An- 
fangskerns, dessen Nukleonen Koordinaten € haben. T bezeichnet den 
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Operator der kinetischen Energie und V den der Wechselwirkung 
zwischen zwei oder mehreren Teilchen. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, daB es sich bei den Partikeln a und 6 um Nukleonen handelt, 
eine Einschrankung, die ohne weiteres fallen gelassen werden kann. 
Spins werden vorderhand nicht beriicksichtigt. E ist die Gesamtenergie 
des Systems: 


h? kp? 
Ee 2m 


Ey, (2) 


wo he der Wellenvektor des auslaufenden Nukleons 0, m seine Masse 
(wie auch die von a) und £; die Bindungsenergie des Endkerns ist. 


Die Wellenfunktion des Endkerns der Reaktion erfiillt die Gleichung 


(He + Ta + Vas) vy(7a, ) = Eyyy, (3) 
wobei / das betreffende Kernniveau kennzeichnet. Fiir die Wellen- 
funktion der auslaufenden Partikel 5 folgt hieraus im Ausgangskanal 


<P 


g;(7) = [«. dE w*(Ta, &) U(ra, 7», §) (4) 


Mit (2), (3) und (4) folgt aus (1) 


h? ky? —— f —> > = a —_> — 
Nga 5 g7(%e) = — | 2 rad ys (7a, €) (Vas +Voz) (7a, 10; €) 
(5) 


Mit der GrEENschen Funktion fiir den Operator der rechten Seite er- 
halt man aus (5) 


4 m eae ee eitelro—" ne 
ee ee ee EV (V 
p71 ) On he dv,dr,aé ae (Feat (I ab + 
+ Vis) V(ra Pr &) (6) 
Setzt man dies fiir groBe 7 in 

re h ay; ay;* 

k ——. 721 @ *¥ —* — wm, —— 
11 (ho) 2m 1 | or 1 ar 7) 

ein, so erhalt man mit 
re m = 

o(ky) = ik, J 4 (Ro) (8) 


fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Reaktion das Ergebnis | 


— [erage wt (Fas &) (Vas + 


2 
> > 


+ Vos) (ra, 70, €) 
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Das fiir die Kernreaktion — sei sie direkt oder mit Zwischenkern- 
bildung — maBgebende Matrixelement ist also exakt und in aller All- 
gemeinheit gegeben durch 


= [ dr,drydie ‘> w*(7,, &) (Veo + Vos) (Pm 7s, &) (10) 


3. Berechnung des Matrixelements in Impulsniherung 


In den zwei Musterfallen der direkten Wechselwirkung, Durch- 
sichtigkeit bei sehr hohen Energien und Oberflachenreaktion auBerhalb 
des Zwischenkernbereichs, kann der Wechselwirkung Vy< héchstens die 
Rolle einer Korrektur (z. B. CouLomBsche Wechselwirkung) zukommen. 
Das Matrixelement wird also im wesentlichen 

1. im Falle sehr hoher Energien zu 


T= [ araraze —TT y (Ta, é) Van Eas Yo, é) = 


e 


> 


= if dr, drye '? w*(7,) Van P(e, 1s), (11) 


wo p#(Ta) und Wr, Ts) nun nur mehr die entsprechenden Wellen- 
funktionen der reagierenden Partikel bedeuten. Die Reaktion vollzieht 
sich in alleiniger und direkter Wechselwirkung zwischen einfallendem 
Teilchen a und Kernteilchen b. 

2. Im Falle einer Oberflachenreaktion wird das Matrixelement zu 


—_ [ a. drye ‘*' wy * (7 Ta) Vab (Fa; 7s), (12) 
Me rR 
wo R gleich dem Radius des Zwischenkernbereichs ist. 
In beiden Fallen erweist sich das Impulsnaherungsverfahren [2] als 
geeignete Methode, J zu berechnen. Hiezu wird die Wellenfunktion Y 
durch folgendes Integral angenahert 


. 


Wr, 71) = | dxy gi(%») p> — (Va, 7s) = 
= Hp, kg 
= | dxygi(m)e?t "am _, _, (r) (13) 
1/2 (x, — Kqy 


Hier bedeuten x, den Wellenvektor der anfanglich gebundenen Partikel 
b, g,ihre entsprechende Impulsverteilung im Anfangskern, ¢ = Mr, a T») 


und 7 = 7, — 7,. Die py sind Zweikérper-Streuungsfunktionen, die 
eine komplete Beschreibung der Kollision (a, b) in freiem Zustand geben, 


und zwar im Schwerpunktsystem im Falle von OT ee? (7). 
%, — 


Diese Naherung lauft also darauf hinaus, Deen daB die 
Teilchen wahrend ihrer gegenseitigen Wechselwirkung miteinander mit 
keiner andern Kernpartikel reagieren (direkte Wechselwirkung) und daB 
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das getroffene Teilchen 6 die ihm im Anfangskern zukommende Impuls- 


wahrscheinlichkeit besitzt. = 
Im Falle 2 handelt es sich immer um Impulswahrscheinlichkeiten 


auBerhalb von R und das entsprechende FourtER-Integral gi(%) der 
Wellenfunktion »,(7) des anfanglich gebundenen Teilchens 6 wird , 
auBerhalb von R zu nehmen sein. In gleicher Weise stellt g(%_) im 
Falle 1 einfach die FourtER-Transformierte der Wellenfunktion pil Ta) 


der schlieBlich gebundenen Partikel a dar, wahrend das Integral tiber Ta 
im Falle 2 auBerhalb von R zu nehmen ist. Beriicksichtigt man diese 


zwei verschiedenen Definitionen von g4(%a) und gi (>) in den Fallen 1 
und 2, so 1aBt sich (11) und (12) mittels (13) zusammenfassend schrei- 
ben als 


[= i driy gy* (35 + hha — he) gi(200) (Ro — 3(%0 + Ba) [Van] 3(Ps — %a)), (14) 
wo das Matrixelement V,, definiert ist als 


(q' Vax 


= | dyes Vaop—(7) 


Der Vorteil, J in Form von (14) auszudriicken, liegt darin, daB das 
Matrixelement V») in engster Beziehung zum Wirkungsquerschnitt der 
freien (a, b)-Kollision steht und naherungsweise durch diese experi- 
mentell gemessene GroBe ausgedriickt werden kann. Der verbleibende 
Integralfaktor modifiziert die Form dieses phanomenologischen Wir- 
kungsquerschnitts und laBt sich mit den Quantenzahlen der Niveaus 
2 und f gut bestimmen. Umgekehrt — und das ist das Wichtige — 


> 


lassen sich aus der Form von o(fs) Riickschliisse auf die Quantenzahlen 
der beteiligten Niveaus ziehen. 


4. Der direkte Wirkungsquersehnitt fiir sehr hohe Energien 

Fir sehr hohe Energien (mehrere Hundert Mev) kénnen a und Xb, 
die einer kinetischen Energie von etwa 20 Mev entsprechen, gegentiber 
iS und a vernachlassigt werden. In dieser Naherung ist dann natiir- 
lich auch ha Rp und das Matrixelement V) in (14) entspricht dem 
freier Streuung einer Partikel a mit Wellenvektor ha an einer Partikel 0. 
Den entsprechenden Wirkungsquerschnitt fiir ein auslaufendes Teilchen 
in Richtung von Ry (Schwerpunktsystem des Kerns) bezeichnen wir mit 
oy (Ry). Fiir (9) erhalt man somit in dieser Naherung und hy — Rs =¢ 
2 


| dx g)* (+ 0) gi(%s) (15) 


Der modifizierende Integralfaktor in (15) driickt wesentlich die Ab- 
hangigkeit des Wirkungsquerschnitts von den beteiligten Kernniveaus 


—> 


aks) = ole) 
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aus. Legen wir z. B. das Oszillatormodell mit Oszillatorquanten h w 
fiir den Kern zugrunde, so ergibt sich [3] fiir den Ubergang Os > Os 
(elastische Streuung, Austausch im selben Niveau) 

nh? Q2 


2m2ha 


| dx 85s (%s + Q) gos(%o) = exp (- 
Fiir Os +2: ergibt sich 


aus cas 


> * > an a ¢ 
| dx 825 (#5 + Q) Sos(%o) = 0.204 hae 2m2h w 


Aus diesen Beispielen sieht man das charakteristische Verhalten 


von o(f;): falls es sich nicht um elastische Streuung oder Austausch 
im selben Niveau handelt, verschwindet der Wirkungsquerschnitt in 
der Vorwartsrichtung wegen der Orthogonalitat der Funktionen g; 
und g;. Er verschwindet ebenfalls fiir so groBe Winkel, daB diese Funk- 
tionen sich nicht mehr iiberdecken. 


5. Der direkte Wirkungsquerschnitt fiir Oberflichenreaktionen 


Fiir niedere Energien (weniger als 30 Mev) kann sich die direkte 


Kernreaktion als Oberflachenreaktion abspielen. Um o(Rs) in diesem 
Falle zu berechnen [4], verwandeln wir (14) wieder in ein Ortsraum- 
integral und erhalten 


lpn tere Zon ee 
I a8 [ me 2% (Ts) piltr) X 


= ES ene te 7) > > 
Eee ce ep ES Reps Bat IP 
pig a 
By ACE ee ce 


(16) 
Auf Grund der Definition von g; und g; im Falle der Oberflachen- 
reaktion ist aber das Integral nur iiber 7, > R zu erstrecken.  Fiir 
kleine Winkel und Erregung tiefliegender Niveaus (kg =) kann das 
in (16) auftretende Matrixelement V,, wieder durch den Wirkungs- 


querschnitt Op( Bp) ausgedriickt werden. AuBerdem wird sein Gradient 


in bezug auf Q bei den in Frage stehenden Energien sehr klein sein, und 
von der Reihenentwicklung in (16) wird nur das erste Glied beibehalten. 

Entwickelt man nun die Exponentialfunktion in (16) in Kugel- 
funktionen und integriert iiber die Winkel des Raumintegrals, so wird 


unter diesen Umstanden o(hs) zu 
—> ] — : ‘ 
o(ky) = (27)8 Gpr(Ro) (2%, + 1) (2% +1) x 


co 


> Gi 7,0, 050.0) [ er ro 1(Q Yo) L7* (70) fils) 
I . 


R 


| (17) 
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Hier ist C ein CLEBSCH-GORDAN-Koeffizient, / der mégliche Bahn- 
drehimpulsunterschied zwischen den Energieniveaus mit den Bahn- 
drehimpulsen J, und J, und /; und /; sind die radialen Wellenfunktionen 
der Teilchen a und } im gebundenen Zustand. Diese Wellenfunktionen 


fallen daher auBerhalb von R exponentiell wie e~*"/r ab. (Im Falle von | 


Neutronen sind es z. B. HANKEL-Funktionen erster Art.) 


Der Faktor 7;(Q7) kann bei diesem starken Abfall als 7;)(QR) auBer- | 


halb des Integrals genommen werden, besonders im Hinblick auf den 


kleinen Wert von Q = [Ra — k,|. Wie bei Stripping stellen sich also 
fiir / charakteristische Maxima bei bestimmten Winkeln (bestimmten 
Werten von Q) ein. Aus der Summe der méglichen / wird natiirlich das 
kleinste am bedeutungsvollsten sein, denn es gilt ja 
by, = by -E binin (18) 

list eine gerade Zahl bei gleicher Paritat der Niveaus 7 und /, sonst eine 
ungerade. 

So 14Bt sich also wichtige Information aus der Winkelverteilung (17), 
deren Form unabhangig von einem zugrundegelegten Kernmodell ist, 
erschlieBen. 


6. AbschlieBende Bemerkungen 


Gehen wir nun von der einschrankenden Annahme bestimmter 
Bahndrehimpulse fiir die Partikel a und } im gebundenen Zustand ab © 


(Konfigurationsmischung) und beriicksichtigen ihren Spin, so kénnen 
doch alle wesentlichen Resultate beibehalten werden. Aus den allge- 
meinen Symmetrieeigenschaften fiir alle Nukleonen folgt, daB das 
Matrixelement (12) nur Einpartikeliibergange induziert. Es gilt also 


fiir alle méglichen Bahndrehimpulsiibertragungen / 
l=1,—h=j,.—fot+1=J,—Ji+1 (19) 
wobei 7g = J, + $ der mégliche Gesamtdrehimpuls von a im Kern ist, 


entsprechend den méglichen Werten von /,. Das gleiche gilt fiir 7, und J. 
J; und J; sind die Spinquantenzahlen des Anfangs- und Endniveaus 


der Reaktion. Fiir sie und ihre relative Paritat wird nach wie vor der ° 


kleinste /-Wert, den die Winkelverteilung aufweist charakteristisch sein, 


wie aus (19) ersichtlich ist. Dies gilt natiirlich ebenso fiir direkte Kern- | 
reaktionen sehr hoher Energie wie fiir Oberflachenreaktion. In diesen | 


Fallen duBert sich also die besondere Art der Wechselwirkung in einer | 
charakteristischen Winkelverteilung, die wie im Fall von Deuteron- ‘| 


Stripping wertvolle Aufschliisse iiber Spins und Paritéaten von Kern- 


niveaus geben kann. 
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Untersuchung eines ionisierten Gases mittels schwacher 
elektrischer Wechselfelder 


1. Frequenz-Abhangigkeit von Leitwert und Kapazitat, 
Feststellung der Elektrizitatstrager 


Von 


Angelika Székely 


Aus dem physikalischen Institut der Universitat Graz 


Mit 13 Abbildungen 


(Eingegangen am 10. Januar 1958) 


Zusammenfassung 


Es wird der Nachweis erbracht, daB mittels der Wechselfeldmethode, das 
heiBt durch Messung des Leitwertes und der Kapazitat eines mit ionisiertem Gas 
gefillten Kondensators, wertvolle Erkenntnisse iiber die Art und die Eigenschaften 
der Elektrizitatstrager im Gas gewonnen werden kénnen. Am Beispiel einer auf 
sehr kleinen Raum beschrankten Glihkathoden-Entladung in He von 0,5 mm 
Druck wird gezeigt, wie man die Ausbildung verschiedener Entladungszustande bei 
allmahlicher Steigerung der Brennspannung verfolgen kann. Durch Ausdehnung 
der Messungen auf einen sehr groBen Frequenzbereich — 0,02 bis 14 MHz — 
gelingt eine Analyse der Leitwerte: die Einzelbeitrage durch die verschiedenen 
Arten von freien Elektronen und deren Dichten lassen sich. ermitteln. 


Wird das Gas in einem Kondensator ionisiert, so erhalt dieser 
, lonisationskondensator‘‘ einen Leitwert L und seine Kapazitat andert 
sich um Dc. Die Messung von L und De mit schwachen Wechsel- 
spannungen verschiedener Frequenz liefert wertvolle Aufschliisse tiber 
die Art der Elektrizitatstrager im Gas!. In Fallen, wo die Sonden- 
methode zur Untersuchung eines ionisierten Gases nicht angewendet 
werden kann, bietet diese Wechselfeldmethode* wohl die einzige Unter- 
suchungsméglichkeit und in allen Fallen eine wichtige Erganzung. Im 


1 Vgl. dazu Széxery, Act. Phys. Austr. 8, 22 (1949). (Mit Angaben tiber 
altere Literatur.) Ferner seien aus den neueren Arbeiten hervorgehoben EVERHART 
und Brown, Phys. Rev. 76, 839 (1949). YEH und CHAFFEE, Journ. Appl. Phys. 
21, 981 (1950). Artis, BRown und Everuart, Phys. Rev. 84, 519 (1951). Yussur 
und Prescott, Proc. I.E.E., Part C, Monogr. 101, 1954. 

2 Vel. dazu auch die von GRANOwsSKI, Der elektrische Strom in Gasen I, 1955, 
Kap. XIII, § 80 und 81 erwahnte Methode der kleinen Storungen. 


92 A. SZEKELY: 


allgemeinen wird bei Verwendung von geniigend kleinen MeB-Wechsel- 
spannungen der Ionisationszustand durch sie nicht beeinfluBt; itiber 
Ausnahmen, Anfachung von Schwingungen im Gas, soll in einem zweiten 
Teil berichtet werden. In dem vorliegenden ersten Teil werden die nach 
der Resonanzmethode gewonnenen MeBresultate und ihre Deutung fir 
eine Gliihkathoden-Entladung sehr kleiner Abmessung wiedergegeben, 
doch wurde eine Auswahl der Ergebnisse fiir jene Frequenzen vorge- 
nommen, fiir die keine Stérung des Ionisationszustandes durch die 
Messung feststellbar war. 

Als Untersuchungsobjekt diente eine gasgefiillte Triode mit Gliih- 
kathode, die mit Helium von 0,5 mm Druck gefiillte Philips-Réhre 
Nr. 4690°. Bei allen Messungen wurden Gitter und Kathode durch einen 
KurzschluB8biigel verbunden, um einerseits Kippschwingungen zu ver- 
meiden und andererseits zwischen Gitter und Anode eine médglichst 
einheitliche Ionisierung zu erzeugen. Der Ionisationskondensator ist 
bei dieser Verwendung in erster Naherung ein Zylinderkondensator mit 
dem mittleren Innendurchmesser 3,3 mm, dem AuBendurchmesser 7 mm 
und der Lange 21 mm. Seine reziproke Widerstandskapazitat betragt 
annahernd 0,166 m. 


Abb. 1. Schaltschema 


Die verwendete Schaltung gibt Abb. 1 wieder; die von einem Potentio- 
meter abgenommene Gleichspannung zur Ziindung wird iiber einen 
Widerstand und eine Drossel an Anode A und Gitter G angelegt. Mit 
moéglichst kurzen Drahten ist der Schwingungskreis L, C angeschaltet, 
der Block Cy) halt die Gleichspannung ab. Ein Oszillometer O der 
Firma Elge diente zur Erregung des Schwingungskreises und Her- 
stellung der MeBwechselspannungen an A, G. Wegen der etwas ver- 
zerrten Spannungen dieses Generators muBte vor die Ankopplung an L 
ein auf die eingestellte Frequenz abgestimmter Resonanzkreis Z 
zwischengeschaltet werden, um médglichst sinusférmige Wechsel- 
spannungen an A, G zu erhalten. Die MeBspannungen betrugen 0,1 bis 
1,5 Volt, sie wurden mit einem Hochfrequenzvoltmeter U ~ von Philips 
gemessen. Die verwendeten Frequenzen lagen im Bereich 0,02 bis 16 MHz. 


* Die indirekt geheizte Kathode hat einen Durchmesser von 1,5 mm; das 
Gitter hat elliptischen Querschnitt mit den Achsen 2,6 und 4 mm, es besteht aus 


einem gewendelten Draht von 0,08 mm Dicke und der Wendelhdhe 0,33 mm. | 
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Der Vorgang bei der Messung nach der Resonanzmethode war der 
folgende: Bei geéffneten Schaltern des Potentiometer- und Heizkreises 
wurde, nachdem O einige Zeit erregt und die Abstimmung des Resonanz- 
kreises L, C und des Zwischenkreises Z vorgenommen war, der Héchst- 


_ausschlag an U . als Ruhelage bestimmt. Sodann wurde wahrend einiger 


Minuten geheizt, dann der Schalter im Potentiometerkreis geschlossen 
und die Gleichspannung U_ allmihlich gesteigert; fiir verschiedene 
Werte von U_, die bestimmten Entladungsstromstarken 7 entsprechen, 
wurde an C nachgestimmt, bis wieder der Héchstausschlag an U . ent- 
stand; die zur Wiederabstimmung nétige Anderung DC am Drehplatten- 
kondensator gibt die Kapazitatsanderung Dc durch die Ionisierung, es 
ist Dc = — DC; der Leitwert L des Ionisationskondensators wurde aus 
dem Riickgang von U . erschlossen, indem eine Eichung mit induktions- 
freien Stabchenwiderstanden bekannten Leitwerts vorgenommen wurde. 

Es waren erhebliche Fehlerquellen vorhanden: Schwankungen der 
Heiz- und Anodengleichspannungen bedingten Anderungen des Ionisa- 
tionszustandes; dadurch sowie durch Schwankungen der MeBwechsel- 
spannung entstanden Anderungen der Ruhelage wahrend einer MeBserie. 
Die Ruhelage konnte aber nur zu Beginn und am Ende einer MeBreihe 
abgelesen werden, um die Einstellung des Warmegleichgewichtes nicht 
zu storen. Kontaktfehler an den Eichwiderstanden, ferner kleine 
Anderungen in den Kopplungen waren nicht véllig auszuschalten. Bei 
hohen Leitwerten ist die groBe Dampfung stérend. DC ist dann nur un- 
genau zu ermitteln. Eine besonders starke Stérung entsteht in gewissen 
Frequenzbereichen durch das Auftreten von Schwingungen im Innern 
des ionisierten Gases; diese haben einen groBen Einflu8 auf L und De, 
woriiber in einem zweiten Teil berichtet werden soll. Leider ist es nicht 
moglich, die Schwingungen zu unterdriicken: da ihr Vorhandensein 
sich nicht immer leicht feststellen laBt, gelang es vielleicht nicht voll- 
kommen, nur jene Messungen zu beniitzen, die durch solche Schwin- 
gungen gar nicht gestért waren; so gut als méglich wurde aber diese 
Auswahl fiir die in diesem Teil wiedergegebenen Resultate getroffen. 
SchlieBlich ist noch als Fehlerquelle die Alterung der Kathode zu er- 
wahnen. Alle wiedergegebenen Messungen* wurden bei 4,00 Volt Heiz- 
spannung durchgefiihrt; die zeitlich spateren entsprechen aber trotz- 
dem nicht genau den gleichen Entladungsbedingungen wie die friiheren 
Messungen, wie sich an einer kleinen Anderung der Entladungs- 
charakteristik fiir Gleichspannungen erkennen lieB. 

Damit an die Darstellung der MeBergebnisse gleich ihre Deutung an- 
geschlossen werden kann, sollen zunachst die zur Auswertung bentitzten 
Formeln angefiihrt werden’. Fir Elektrizitatstrager der Dichte n, 
Masse m, Ladung e, die wahrend ihrer ungerichteten Bewegung im 


4 Sie wurden an derselben Réhre im Laufe eines Jahres durchgefihrt. 


5 Vel. auch die Ubersicht in SzeKELy, Ann. d. Phys. (5) 20, 279 (1934), Ferner 
BuRKHARDT, Ann. d. Phys. (6) 5, 373 (1950). — In der vorliegenden Arbeit 
wurden die Formeln fiir das Giorgische MaBsystem geschrieben. 
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Wechselfeld der zyklischen Frequenz w, pro Sekunde Z St6Be mit den 
neutralen Gasteilchen erfahren, gilt, wenn A die reziproke Widerstands- 
kapazitat des Ionisationskondensators bedeutet 


KEL n e be: | 
be — =Z. {iam 
Boas erp mayan 2 m(Z?tw)’ —Ae (lay 
Fiir w? < Z* nehmen diese Formeln folgende Gestalt an: 
. n e ne 
Bog) tee gee I 
LA mz’ Ac mz (Ib) 


Fiir Frequenzen, die der obigen Bedingung geniigen, ist also keine 
Frequenzabhangigkeit des Leitwertes und der Kapazitatsdnderung vor- 
handen. 

Fir Trager mit gerichteter Geschwindigkeit (Elektronenstrémung) 
und gleicher Aufenthaltszeit T im Wechselfeld, wahrend der keine Zu- 
sammenst6Be mit den neutralen Gasteilchen stattfinden, gilt 


mer 4 n e2 f | 


1 — cos w T) und Ac = — 


mw" oT 
(IIa) 
Wenn w T <1 ist, gehen diese Formeln in folgende iiber 
mer tT ment? Ag 3 
L=AT, und Ac=—A ent — ae, 
(IIb) 


Auch in diesem Fall sind L und De unabhangig von der Frequenz. 


Von den in der untersuchten He-Entladung vorhandenen Elek- 
trizitatstragern sind nur die freien Elektronen fiir L und De maBgebend; 
wegen der groBen Masse der Ionen ist ihr Beitrag zu vernachlassigen. 


A. Ergebnisse der Messungen tiber die Abhdngigkeit von Leitwert und 
Kapaztatsinderung von der Entladungsgleichspannung und die daraus 
folgende Unterscheidung verschiedener Entladungszustinde (vier Bereiche). 


Abb. 2 stellt Messungen fiir Entladungsspannungen kleiner als 
40 Volt dar. Die Kurve a ist die Gleichstromcharakteristik, die Kurven 
b, b' geben die Werte von DC fiir die Frequenzen 0,2 und 0,4 MHz 
wieder, c, c’ die Werte von L fiir dieselben Frequenzen. Abszissen fiir 
alle Kurven sind die Brennspannungen U_. In der Charakteristik a 
macht sich die lonisierungsspannung fiir He, 24,6 Volt, durch eine 
schwache Richtungsénderung bemerkbar. Besonders deutlich kann man 
diese Spannung, bei der die Ionisation beginnt, aus den DC-Kurven }, b’ 
ablesen, da erst oberhalb dieser Spannung eine Kapazitatsanderung be- 
obachtbar wird. — Es sei gleich hier bemerkt, daB bei allen Messungen 
im ganzen untersuchten Bereich, wenn keine Stérung durch Schwin- 
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gungen auftrat, die Kapazitat durch die Ionisation verkleinert wurde, 
De also negativ war®, wie es den oben angegebenen Formeln entspricht; 


40 Volt U— 


Abb. 2. a: Charakteristik b, b’: Kapazitatsanderung fiir 0,2 und 0,4 MHz 
c,c’: Leitwert fiir 0,2 und 0,4 MHz in der Umgebung der Ionisierungsspannung 


es wurden aber in allen Kurven die positiven Werte DC (die Anderungen 
am Drehplattenkondensator bei der Wiederabstimmung) aufgetragen. — 


6 Bei alteren Messungen im negativen Glimmlicht einer selbstandigen Ent- 
ladung in Luft bei einem sehr weit gedffneten Plattenkondensator als Ionisations- 
kondensator (SzEKELY, Ann. d. Phys. (5) 8, 112 (1929)] hatten sich im Gegensatz 
zur theoretischen Forderung positive Werte von De ergeben, die aber auf eine 
Stérung zuriickgefiihrt wurden. 
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Aus den L-Kurven c, c’ geht hervor, da8 auch unterhalb der Ionisierungs- 
spannung ein meSbarer Leitwert vorhanden ist, er ist fiir beide Fre- 
quenzen gleich und, wie Messungen bis zu den héchsten verwendeten 
Frequenzen ergaben,  tiber- 
haupt frequenzunabhangig. — 


2 Oberhalb der  Jonisierungs- | 
40 spannung erfolgt ein plétz- 
OG licher Anstieg von L; die) 


Werte werden frequenzab-_ 
hangig, wie auch die DC- 
Werte. 

Der Entladungsbereich, in | 
dem DC Null und L fre-— 
quenzunabhangig ist, soll als 
Bereich 1 bezeichnet werden. 
In diesem Bereich sind offen- | 
bar die Formeln (IIb) an- | 
wendbar; nur die schnellen | 
nicht durch StéBe gestreuten 
oder gebremsten Primarelek- 
tronen gleicher Verweilzeit im. 
Wechselfeld spielen eine Rolle. Da sie ihre Beschleunigung durch U_ 


erhalten, ist ihre Flugzeit 7 proportional 1 jVU= anzunehmen; ihre 
Dichte ist dem Strom 7 proportional, es muB also der Quotient 7/L 


IO 


20 


70 


Abb. 3. Verweilzeit der Primarelektronen 


10 20 JO 40 Vol? UX 


Abb. 4. Unterscheidung der vier verschiedenen Entladungsbereiche 


proportional VG sein, was durch Abb. 3 bestatigt wird. Die Dichte nj] 
kann aus der Formel fiir den Strom 7 = Fnev (F Querschnitt, v Ge- 
schwindigkeit bei der Beschleunigungsspannung U__) gerechnet werden. } 
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An der Anode erhalt man fiir 7 = 0,6 mA und U = 16 Volt die Dichte 
ime 2.7 1014 m-3.7 


1 ! 1 | 


|| at a SS 
of SO Ig 40 4] 42 43 Volt OK 


Abb. 5. Die fiir den Einsatz der zweimaligen Ionisierung charakteristische Brennspannung 
a: Charakteristik b, b’: Leitwert bei 0,2 und 0,4 MHz 


Fiir Entladungsspannungen oberhalb der lonisierungsspannung 
sind drei Bereiche zu unterscheiden, die iibersichtlich aus Abb. 4 zu er- 


7 Zur Kontrolle kann man L und DC annahernd berechnen, etwa in folgender 
Weise: Man kann den Zylinderkondensator in erster Naherung durch einen 
kapazitatsgleichen Plattenkondensator mit der Plattenflache gleich der Anoden- 
flache, der gleichmaBig mit der Dichte m erfiillt ist, ersetzen. Als Plattenent- 
fernung errechnet man 4,9 mm, als Verweilzeit 4,13-10-%s. ZL wird dann 
20-10~§ Ohm}, gleich groB fiir alle verwendeten Frequenzen wegen der Klein- 
heit von T; beobachtet wurde 17-10-§ Ohm~!. Fiir DC ergibt die Rechnung 
0,03 pF, ein Wert, der so klein ist, daB er sich der Messung entzieht. Die Uber- 
einstimmung der gerechneten L- und DC-Werte mit den beobachteten ist also in 
Anbetracht der Naherungsrechnung befriedigend. 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/1. ue 
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kennen sind. In dieser sind die Werte des Quotienten 7/L in Abhangig- 
keit von U_. eingetragen. Man erkennt deutlich, da8 im Anschlu8 an 
Bereich (1) der Wert von z/Z schnell steigt bis etwa 33 Volt: Bereich (2), 
dann bis 40,5 Volt konstant bleibt: Bereich (3), um fiir U. > 40,5 Volt 
plotzlich abzusinken: Bereich (4). 


Der Bereich (2) ist ein Ubergangsbereich, in dem sich das Plasma 


allmahlich aufbaut, aber erst bei etwa 33 Volt ist dieser Aufbau vollendet. 
Es bleibt dann im Bereich (3) der Leitwert L bis 40,5 Volt proportional 7 
(das ist fiir Stréme zwischen 2 und 8 mA). Die Bedeutung der Grenz- 
spannung 40,5 Volt erkennt man aus Abb. 5. Die Gleichstromcharak- 
teristik a in der Umgebung dieser Spannung — es wurden mehrere 
Messungen eingetragen, um die Fehler, die sich bei dem genauen Mab- 
stab fiir U_ sehr deutlich bemerkbar machen, auszugleichen — hat bei 


7500.10 6} 
Ohm! 
7000 |- 
LOMA 
500 |}- 16 
10 
“3 
fers | | | | 
a7 G2 OF Q4 Q5 MHz v 
Abb. 6, Leitwert fiir vier verschiedene Entladungsstréme (0,11 bis 0,55 MHz) 


40,5 Volt eine schwache Richtungsinderung. Die L-Kurven b, b’ fiir | 


die Frequenzen 0,2 und 0,4 MHz zeigen bei 40,5 Volt einen deutlichen 
Knick nach aufwiarts. Es muB also bei dieser Spannung ein Vorgang im 
Plasma einsetzen, der einen groBen EinfluB auf ZL hat. Es ist nahe- 
liegend, anzunehmen, daf sich der Beginn der zweimaligen Ionisierung 


durch ein Primarelektron bei seinem Flug durch das beschleunigende |} 


Feld bemerkbar macht. Da sich im Plasma einer Gliihkathoden- 
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entladung ein Raumpotential oberhalb des Anodenpotentials ausbildet, 
kann man annehmen, daB bei 40,5 Volt Brennspannung das Raum- 
potential um 8,7 Volt héher als das Anodenpotential ist und daB also 
die Beschleunigung der Primirelektronen durch 40,5 + 8,7 = 49,2 Volt 
erfolgt und so die Moglichkeit zu zweimaliger Ionisierung oberhalb 
40,5 Volt Brennspannung gegeben ist. 
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Abb. 7. Kapazitatsanderung fiir vier verschiedene Entladungsstrome (0,11 bis 0,55 MHz) 


B. Ergebnisse der Messungen tiber die Abhingigkeit von L und Dc 
von der Irequenz ftir verschiedene Entladungsstrime und thre Verwertung 
zur Freststellung der verschiedenen Trdgersorten (drei Sorten freier Elek- 
tronen mit ungerichteter Geschwindigkeit). 

Es soll zuerst eine tibersichtliche Darstellung der Frequenzabhingig- 
keit im Frequenzbereich 0,11 bis 0,55 MHz durch die Abb. 6 und 7 


bis 
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gebracht werden’. Im groBen ganzen gesehen, fallen L und DC bei 
steigender Frequenz V schnell ab. Doch ist eine einfache GesetzmaBig- 
keit aus dieser Form der Darstellung nicht zu erkennen. Es war von vorn- 
herein zu vermuten, daB verschiedene Tragersorten sich in ihrer Wirkung 
iiberlagern; die Analyse kann an die Abb. 8 und 9 fiir die Frequenzen 


0,22 MHz (Kurven a) und 0,32 MHz (Kurven }) ankniipfen, in denen — | 


die Abhangigkeit von L und Dc vom Entladungsstrom dargestellt ist. 
Die L-Werte liegen bis 8 mA 
Sere auf einer Geraden durch den 
Ursprung [Bereich (3) der 
Abb. 8], oberhalb von 8 mA 
(U_> 40,5 Volt) wird durch 
den Einsatz der zweimaligen 
Ionisierung ein Zusatz-Leit- 
600 

StromiiberschuB iiber 8 mA 
Ae proportional ist. Er wird als 
Abstand von den strichlierten 
Verlangerungen der Geraden, 
die unterhalb von 8 mA 
gefunden wurden, abgelesen. 
Fiir die beiden Frequenzen 
ist der Zusatz-Leitwert bei 
einem bestimmten Strom 
innerhalb der Fehlergrenzen 
konstant: fiir 10, 15, 20 mA 
betragt er bzw. 57, 210, 360 
-10-* Ohm-!. Die DC-Kur- 
ven zeigen keinen auffallen- 
den Knick bei 8 mA. Aus der 
Gesamtheit der Messungen bis 
etwa 0,55 MHz glaube ich aber 


600 
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Abb, 8. Abhangigkeit des Leitwerts vom Entladungs- Big wie der Zusatz-Leitwert, 


strom. a: 0,22 MHz; b: 0,32 MHz; c: 10,8 MHz entsteht. Ich habe daher die : 

in der Abb. 9 stark ausge-» 
zogene schwache Knickung der DC-Geraden ab 8 mA als vertraglich \f 
mit den Beobachtungsfehlern angesehen; man liest als Zusatz-DC bei if 
10, 15, 20 mA die Werte 6, 22, 38 pF ab. Die Quotienten der Zusatz-L J) 
und Zusatz-DC sind 9,5-108s-1. Man kann versuchen, diese Werte '] 
dem Auftreten zusatzlicher freier Elektronen ungerichteter Geschwin- 4} 
digkeit zuzuschreiben, dann bedeutet der angegebene Quotient die} 


* Die MeBwerte wurden geradlinig verbunden, 


- | 


wert geschaffen, der dem 


schheBen zu _ diirfen, daB | 


dem StromiiberschuB  iiber 
| r Po 1 
7 ETRE TS 8 mA und frequenzunabhan- 
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StoBzahl Z und, weil im Frequenzbereich bis 0,55 MHz der Wert von Z2 
groB gegen qw? ist, gelten in Naherung die frequenzunabhangigen 
Formeln (Ib), aus denen man fiir die Dichte der Zusatzelektronen die 
Werte 1,2, 4,2, 7,2- 1014 m- fiir 10, 15, 20 mA errechnet. Wenn die 
gemachte Annahme richtig ist, muB fiir Frequenzen, die in der GréBen- 
ordnung von Z sind, ein Absinken der Zusatzwerte erfolgen. Es ware 
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Abb. 9. Abhangigkeit der Kapazitatsanderung vom Entladungsstrom. a: 0,22 MHz; 0b: 0,32 MHz 


sehr tiberzeugend, wenn man dieses Absinken an Hand von Kurven 
der Art der Kurven der Abb. 8 fiir héhere Frequenzen verfolgen kénnte. 
Das ist aber nicht moglich, weil oberhalb von etwa 0,55 MHz 
sich Schwingungen im ionisierten Gas so stark bemerkbar machen, 
daB die ungestérten L- und DC-Werte nicht feststellbar sind. Erst 
bei Frequenzen gréBer als 10 MHz sind wieder Messungen ohne diese 
Stérung moglich. In Abb. 8 sind die bei 10,8 MHz gemessenen Werte 
von L durch die Gerade c wiedergegeben. Man sieht, daB kein Knick 
mehr auftritt; bei dieser hohen Frequenz liefern die durch die zweimalige 
Ionisierung erzeugten Zusatz-Elektronen keinen Beitrag mehr zu L. 


. 


DC aber wird fiir hohe Frequenzen iiberhaupt unmeBbar klein (wenn 
keine Schwingungen stattfinden), was ebenfalls mit der gemachten An- 
nahme vertraglich ist. Der Bereich (4) ist also nur bei niedrigen Fre- 
quenzen erkennbar. 
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Abb, 10. Bestimmung der StoBzahl der Null-Elektronen aus ihrem Leitwertanteil 


Die bisherigen Uberlegungen vermitteln die Kenntnis der Eigen- 
schaften von zwei Sorten von freien Elektronen mit ungerichteter Ge- 
schwindigkeit: Die Zusatz-Elektronen, im folgenden durch den Index z 
bezeichnet, die nur oberhalb 8 mA, im Bereich (4) auftreten, deren Ein- 
fluB bei hohen Frequenzen verschwindet, und weiters die durch den 
Index oo bezeichneten in allen Strombereichen vorhandenen Elektronen, } 
die bis zu den héchsten untersuchten Frequenzen einen meSbaren | 
Leitwert erzeugen. Es handelt sich bei diesen offenbar um freie Elek- | 
tronen so hoher StoBzahl, daB die Formeln (Ib) noch bei den héchsten 
Frequenzen gelten, fiir die also Z,.2>> 422+ (14+ 108)? oder Z.. > 8,9: 107 ff 
sein muB. Diese Elektronen liefern also einen fiir alle Frequenzen 
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gleichbleibenden Anteil zum Leitwert, der dem Entladungsstrom pro- 
portional ist. Bei 10 mA betragt er L. = 160-10-*Ohm-! (vgl. 
mebssc). AusAC. =—La/Z~ folgt A C.,< 1,8 pF, ein unbeobacht- 
barer Betrag. 

Einer dritten Sorte von Elektronen (Index 0) miissen die hohen Be- 
trage von L und DC bei den niedrigen Frequenzen zugeschrieben werden 
(vgl. Abb. 6 und 7). Wir miissen setzen Cvowik— Le=— Lund 


es ve 


——— 
so 100 200 I00. 108 5-2 


Abb. 11. Bestimmung der Stofzahl der Null-Elektronen aus der Kapazitatsanderung 


AC, =AC—AC, —AC,. Um die Eigenschaften dieser Elektronen 
_ zu erfassen, kann man versuchsweise die Formeln (Ia) heranziehen. 
' Es wurden die Werte 1/L, und 1/A C, in den Abb. 10 und 11 in Ab- 
hangigkeit vom Quadrat der Frequenz fiir die vier ausgewahlten Ent- 
ladungsstréme eingetragen. Man erkennt, daB sich die Formeln zur 
Darstellung eignen, da durch die Beobachtungswerte Gerade gelegt 
werden k6nnen, die sich in demselben Punkt auf der Abszissenachse 
schneiden; die Entfernung dieses Punktes vom Ursprung bedeutet 
meta) Z,°. Ks ist. also 2,7 = 477 +45- 108—oder) Z,-= 4,2.- 10° s—1, 
Es wurden zur Stiitze dieser Deutung Messungen bei Audiofrequenzen 
durchgefiihrt; diese waren aber leider durch Schwingungen gestért. Die 


104 A. SZEKELY: 


Werte fiir 20 000 Hz, die am wenigsten gestért zu sein schienen, wurden 
in den Abb. 10 und 11 eingetragen und es scheint in Anbetracht der ge- 
nannten Stérung berechtigt, sie als Bestatigung der durch die tibrigen | 
MeBwerte gelegten Geraden zu betrachten. | 


C. Ubersicht tiber die Ergebnisse und Versuch einer Deutung des Vor- 
handenseins von dret Sorten von freien Elektronen mit ungerichteter Ge- 
schwindigkeitt 1m Plasma. 

Zur Priifung der Annahme, daB drei Sorten freier Elektronen fiir 
die gemessenen L- und DC-Werte verantwortlich sind, kann eine Uber- iI 
sichtsdarstellung dienen, die in den Abb. 12 und 13 gegeben wird. | 
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Abb, 12. Umzeichnung der Abb. 6 als Ubersicht der Deutung 


Diese Abbildungen wurden durch Umzeichnung der Abb. 6 und 7 ge-k 

l |, 
V2 + Z,2/(42°) i} 
getragen wurden. Neigung und Ordinatenabschnitte der fiir die vier p> 
ausgewahlten Stromstarken erhaltenen Geraden sind trotz der groBergy 


wonnen, indem die MeBwerte als Funktionen von auf] 


° Vgl. PRINGLE u. Farvis, Phys. Rev. (2) 96, 536, 1954. | 
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Beobachtungsfehler gut bestimmt. Die Ordinatenabschnitte bedeuten 
P.+ Le, bzw, DC, (DC. ist ja Null); die der Zeichnung zu ent- 
nehmenden Betrage stimmen gut mit den aus der oben gebrachten 
Analyse gewonnenen iiberein. Die Neigung erweist sich der Stromstarke 


i 
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Abb. 13. Umzeichnung der Abb. 7 als Ubersicht der Deutung 


proportional, sie wird durch die Nullelektronen bestimmt; man kann 
aus ihr die Dichte m) nach einer der Formeln (Ia) berechnen. Fiir 10 mA 
findet man 5,52- 101° m-3. 

Die folgende Tab. 1 gibt einen Uberblick iiber die Eigenschaften 
der drei Sorten von Elektronen: StoBzahl Z, Dichte n bei 10 mA 
und ihre Beitrage zu L und DC bei 10 mA fiir die Frequenzen 0,22 
und 10 MHz. 
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Tabelle 1. Eigenschaften und Beitrage der verschiedenen 


Elektronenarten 
ee a i ee 2 ee ee eee 
it 
Y : e - in 10~§ Ohm . AC 
; = ines bei 1G wk in pF bei 10 mA 
eee bei 10 mA pete ee 
0,22MHz| 10 MHz | 0,22MHz) 10 MHz 
| | 
Sorte 0 4,2 10° 5,5 1010 142 ©. 1.99338 0 
Sorte z 9,5 108 1,2 1011 50 0 6 0 
Sorte co | >8,9 10? | >2,91012 | 160 | 160 | 0 0 
Summe Schl iEe | 3522 | 160 344 0 


Um iiber die Entstehungsweise der drei verschiedenen Arten von 
Elektronen Klarheit zu gewinnen, mu8B man berechnen, welche un- 
geordnete Geschwindigkeit freie Elektronen in einem He-Plasma bei 
0,5 mm Druck annehmen, wenn geniigend lange Zeit zwischen der Ent- 
stehung und Abwanderung aus dem Meffeld vergeht; fiir Elektronen 
im thermischen Gleichgewicht mit den He-Atomen ergibt sich fiir die 
ungeordnete Geschwindigkeit v = 2,53-10’ cm/s, wenn die absolute 
Temperatur zu 1273° K geschatzt wird. Setzt man die freie Weglange 
1-<= 15,4>10-* cm™, so ergibt-sich fir Z = v/] der Wert 164-10* 53 
nimmt man an, da die Elektronentemperatur hdher als die Gas- 
temperatur ist, so wird Z gréBer. Nur bei der als Sorte oo bezeichneten, 
kann es sich also um solche ,,Plasmaelektronen’’ véllig ungeordneter 
Geschwindigkeit handeln. Die Sorten Null und z kann man vielleicht 
in folgender Weise deuten: Es sind freie Elektronen, deren unge- 
ordneter Geschwindigkeit eine so groBe gerichtete Komponente iiber- 
lagert ist, daB sie an der Anode abgefangen werden, bevor sich eine 
einem Gleichgewichtszustand entsprechende StoBzahl ereignet. Die 
Sorte Null besteht aus den durch even ionisierenden StoB gebremsten 
Primarelektronen, die bei etwa 40 Volt Brennspannung [Bereich (8) | 
noch eine gerichtete Restgeschwindigkeit von ungefahr 20 Volt behalten. 
Die Sorte z besteht aus jenen Primarelektronen, die nach zwei ioni- 
sierenden Stéen eine kleinere gerichtete Restgeschwindigkeit haben 
— sie kommen erst im Bereich (4) zustande — und daher schon mehr 
St6Be vor dem Abfangen ausfiihren, als die Null-Elektronen. 


SchluBbemerkung 


Die oben wiedergegebenen Messungen zeigen am Beispiel einer Gliih- 
kathoden-Niederdruck-Entladung sehr geringer Ausdehnung, auf welche 


10 Aus KLEMPERER, Elektronik 1933, p. 160. Wegen der Unsicherheit dieses 
Wertes (vgl. ENGEL, Ionized Gases 1955, p. 29) wurde keine Temperatur- 
korrektur vorgenommen. 
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Weise man mittels schwacher elektrischer Wechselfelder — eine andere 
Untersuchungsmethode scheint fiir diesen Fall kaum brauchbar — eine 
genaue Kenntnis des Entladungsplasmas gewinnen kann. 

Die Messung des Leitwerts und der Kapazitat des Ionisations- 
kondensators muB8 allerdings in einem sehr groBen Frequenzbereich 
ausgefiihrt werden, um eine Feststellung der verschiedenen Arten von 
freien Elektronen, die das Verhalten des ionisierten Gases im Wechsel- 
feld bestimmen, zu ermdéglichen. Es wire sogar wiinschenswert, die 
hier dargestellten Messungen durch solche bei noch héheren Frequenzen 
zu erganzen, um einerseits die Dichte und StoBzahl der ,,Plasma- 
Elektronen” genau zu bestimmen und andererseits festzustellen ob sich 
bei sehr hohen Frequenzen irgendwelche gebundene Elektronen be- 
merkbar machen, die in alteren Arbeiten! bei geringen Gasdrucken fest- 
gestellt wurden. 

Bei der Auswertung der Messungen muB die Stérung durch die 
Entstehung von Schwingungen  sorgfaltig beriicksichtigt werden. 
Doch dient die Wechselfeldmethode auch der bequemen Feststellung 
und Untersuchung solcher Schwingungen, was in einer zweiten Arbeit 
ausfiihrlich gezeigt werden soll. 

Zur Durchfiihrung dieser Arbeit stellte Herr Professor Dr. A. SMEKAL 
die Hilfsmittel des physikalischen Instituts der Universitat Graz zur 
Verfiigung, wofiir ihm auch an dieser Stelle herzlicher Dank gesagt sei. 


11 Z, B. SzeKELy, Ann. d. Phys. (5), 20, 279 (1934) und Acta Phys. Austr. 
8, 22 (1949). 
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Zusammentassung 


Mit Hilfe von Zweistrahl-Interferenzen niedriger Ordnung und hoher Dis- 
persion lassen sich Oberflachenmerkmale, die sonst kaum in Erscheinung treten, 
sehr kontrastreich sichtbar machen. Die Anderung des Intensitatsgradienten 
innerhalb eines Interferenzstreifens zeigt, daB die Empfindlichkeit bei der halben 
Maximalintensitat ihren gréBten Wert erreicht. Experimentell wurde dies mit 
einem ZeiB-Linnik Interferenzmikroskop bestatigt. Weiters wird ein Vergleich 
mit der Empfindlichkeit von Vielstrahl-Interferenzen, die eine FABRyY-PEROT- 
Intensitatsverteilung aufweisen, angestellt. Eine Intensitatsverminderung von 
einem Zehntel-im Bereich der Maximalempfindlichkeit entspricht einem Héhen- 
unterschied von A/125,6. Dabei lat sich auch eine hohe Flachenauflésung er- 
zielen. Die Verwendungsfahigkeit von kontrastreichen Interferenzstreifen zur 
Messung von Stufenhohen auf Kristallflachen wird dargelegt. 


It was due to ToLaNnsky (1), (2) to point out that multiple-beam 
interferometry can be used to produce phase difference microscopy 
where level changes appear as intensity changes. The reference flat 
and the surface under examination, while being matched together, are 
brought as near to parallelism as possible. The linear dispersion of the 
fringes is increased to the extent that the field of view includes less 
than one fringe order. These are the multiple-beam high dispersion 
fringes used by ToLANsky. His calculation showed that a height change 
of only 25 A, under specified conditions can cause 50°% change in fringe 
intensity. 

With two-beam interference using a Zeiss-Linnik interference 
microscope, low-order high dispersion fringes can be obtained and in 
some cases areas of equal tint depending upon the state of flatness of 


the surface under examination, which will enhance contrast and has jj 


the advantage of using magnification up to nearly one thousand in 
extension. The high dispersion is achieved in a similar way to the 
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multiple-beam fringes. The low-order fringes are selected by obtaining 
the corresponding white light high dispersion fringes which are only 
visible for the first few orders. The advantage of using high dispersion 
fringes is to allow the most sensitive parts of the fringe to cover a larger 
area on the surface and consequently to allow more features to translate 
their exerted phase differences due to their topography to marked and 
enlarged intensity differences. The two-beam arrangement has the 
advantage that no silvered optical flat has to be brought very close 
to the specimen after being silvered, to fulfill the necessary conditions 
for multiple-beam interferometry. Also, both direction and dispersion 
of the two-beam interference pattern could be altered at will by adjusting 


/wo - Beams 
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Fig. 7 


the plate introduced in the path of one of the two-beams. Fig. 1 shows 
how the intensity gradient (d//d6) /Imnay varies with the phase difference 6, 
for two reflectivities R = 90°, and R = 60% for a multiple beam 
fringe and for the case of two-beam interference. It is to be seen that 
while maximum sensitivity of a multiple beam interference fringe with 
a Fapry-Pférot intensity distribution for R=90°, occurs at 
6 = + 3925’ corresponding to 0,75 Ia, the two-beam interference 
fringe has maximum sensitivity at phase difference 6 = + 2/2 which 
corresponds to 0,5 Imax. While multiple-beam sensitivity is markedly 
higher, yet the range of high sensitivity is much wider in case of two- 
beam interferometry. This is the reason why more than one wavelength 
has to be introduced in multiple-beam high dispersion fringes to cover 
a wider area, which can only take place for transparent substances in 
transmission. Now if a drop of intensity d/ equal to 1/10 of the intensity 
of the peak sensitivity takes place in case of a two-beam fringe, then a 


110 N. BARAKAT: 


simple calculation shows that the corresponding change in height dé 
on the surface of the specimen is 4/125,6 which is equal to 44 A for 
4 = 5400 A. Thus high resolution in extension can be obtained accom- 


panied with interferometric resolution in depth down to some 40 A Jf 
or less when a microphotometric trace is examined. It is to be noted If 
that one of the main differences between two-beam interference as 4} 
formed by the Linnik type interference microscope and localized Fizeau ii| 
fringes is that while the former magnifies the surface under considera- +4) 
tion first then interference fringes are formed on it, the latter forms the 
localized system which is magnified with the features. 

Now as both the reflected and transmitted systems are complemen- 
tary, then the variation of the intensity gradient along a fringe is the 
same for both systems in magnitude and so Fig. 1 represents also the; 
sensitivity of the reflected systems. 

Fig. 2 shows how the sensitivity of low-order high dispersion two-ff 
beam fringes changes with 0 as the interferometric gap increases steadily 
on a spiral feature formed on a SiC surface. It shows clearly that the 
sensitivity is maximum at the regions around half the peak intensity./]} 
Features on the spiral terrace exhibiting slight variation in intensity} 
are rendered visible. Fig. 3 shows how these high contrast interference: 
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fringes can be used for measuring step heights. A complete cycle of 
the fringe in this case takes place after three complete steps. Thus 
the step height is 4/6 + 2/200. 


Two-beam high dispersion localized Fizeau fringes formed inside 
Cdl, crystals, were elegantly used by Forty (3) (1952). But they 
suffer from the limitations of both localized Fizeau fringes and the 
relatively lower sensitivity of two-beam interference. 
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Buchbesprechungen 


Dreidimensionale Uberschallprobleme der Gasdynamik. Von K.-R. DorFNER (Er- 
gebnisse der angewandten Mathematik: Heft 3.) Mit 44 Textabb., VII, 150 S. 
Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. DM 26.—. 

In diesem Bericht werden zum ersten Mal die Grundlagen zur Berechnung drei- 
dimensionaler stationarer Uberschallstromungen systematisch dargestellt. Es 
ist das Verdienst des Verfassers, die in vielen Einzelveroffentlichungen verstreuten_ 
Untersuchungen kritisch zusammengefaBt zu haben und so einen ausgezeichneten 
Uberblick iiber den derzeitigen Stand zu geben. Diese Verfahren sind besonders 
wichtig ftir die Behandlung der Umstrémung von Drehk6érpern, von Tragfliigeln, 
wenn kleine Anstellwinkel vorausgesetzt werden. 

Aus der Fiille des Gebotenen sei auf das sehr lesenswerte Kapitel 1 hingewiesen, 
in dessen § 3 ein Uberblick iiber die Analysis unstetiger Funktionen gegeben wird. 
Die mathematische Behandlung von solchen unstetigen Lésungen hyperbolischer 
Differentialgleichungen st68t bekanntlich immer wieder auf groBe Schwierigkeiten. 
Der Verfasser fiihrt hier zur Vermeidung solcher Komplikationen ein auch in der 
theoretischen Physik bereits Eingang gefundenes Verfahren ein, das von 
L. Schwartz stammt und sich als sehr brauchbar erwiesen hat. Der Leser findet 
hier eine Ubersicht iiber die wichtigsten Rechenregeln, die fiir die Behandlung aller 
Probleme ausreichen. Auch die als ,,Regulasierung’’ bekannte Approximation 
wird sehr hiibsch und tibersichtlich dargestellt, wobei der AnschluB an die in der 
Quantenmechanik verwendete Diracsche Deltafunktion gegeben wird. Eine sorg- 
faltige Auswahl von Beispielen beleuchtet die Methoeden auf das eindringlichste. 
In den iwbrigen Kapiteln werden als Anwendungen allgemeine Strémungsfelder, 
Stroémungsfelder mit konischer Symmetrie und homogene Strémung_ erértert. 
Ein sorgfaltiges Literaturverzeichnis und ein Namen- und Sachverzeichnis be- 
schlieBen diese sehr empfehlenswerte Arbeit. P. URBAN, Graz 


Grundziige der Relativitiitstheorie, Von A. Ernstern. Erste Auflage, zugleich 

dritte, erweiterte Auflage der ,,Vier Vorlesungen iiber Relativitatstheorie“. 

Mit 6 Textabb., IV, 112 S. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn. 1956. DM 10.80. 

Den Hauptteil des Buches bildet die unveranderte Neuauflage der beriihmten 
vier Vortrage des Verfassers an der Universitat Princeton im Jahre 1921. Auch | 
heute noch zahlen sie trotz ihrer Kiirze zu den exaktesten Einfiihrungen in dieses 
Gebiet. Meisterhaft verstand es EINSTEIN, mathematische Scharfe mit groBt- - 
moglicher Anschaulichkeit zu verbinden. Der als Anhang I wieder aufgelegte Ab- - 
schnitt tiber das kosmologische Problem wird natiirlich einen Spezialisten nicht be- - 
friedigen, kann aber ebenfalls als physikalisch allgemeinbildende Lektiire dienen. . 
Anhang II erscheint zum ersten Mal in deutscher Sprache und behandelt die wesent- -}} 
lichsten Gedanken der verallgemeinerten Gravitationstheorie unter dem Titel | 
,,Relativistische Theorie des nichtsymmetrischen Feldes‘‘. Nach einleitenden Be- || 
merkungen tiber Starke und Kompatibilitat von Feldgleichungssystemen, die an | 
verschiedenen einfachen Beispielen diskutiert werden, folgen allgemeine Gesichts- ! 
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punkte zur Beurteilung relativistischer Feldtheorien. Vom Verschiebungsfeld aus- 
gehend, wird die sogenannte Aj-Invarianz und die Transpositionsinvarianz be- 
sprochen. Ein einfacher Ansatz fiir ein Variationsprinzip wird gegeben, aus dem 
sich die Feldgleichungen so ergeben, daB die Kompatibilitat des Gleichungs- 
systems gewahrleistet ist und auch die auf die allgemeine Kovarianzforderung 
zuruckgehenden vier Brancui-Identitaten erfiillt sind. Eine fiinfte Identitat ent- 
spricht der Invarianz gegen A4-Transformationen. Zum Abschlu8 werden die auf- 
tretenden Schwierigkeiten hinsichtlich der Starke der Gleichungssysteme be- 
sprochen und allgemeine Bemerkungen iiber kompliziertere Feldtheorien, Feld- 
singularitaten und Grenzbedingungen gemacht. H. STIpPEL, Graz 


Five Mathematical Structural Models in Natural Philosophy with Technical Physical 
Quaternions. Von O. F. FiscHer. VI, 412 S. Lidingé, Stockholm: Axion In- 
stitute. 1957. $ 10.—. 


Verfasser hat in seinem 1951 ebenda erschienenen Buche ,, Universal Mechanics 
and Hamilton quaternions", auf das er weitgehend Bezug nimmt, eine einheitliche 
Darstellung verschiedener Theorien der modernen Physik durch Quaternionen zu 
bieten versucht und zu diesem Zwecke einen formalen Kalkiil einfacher und 
héherer Quaternionen entwickelt, der mé6glichst vorteilhaft die betreffenden 
Theorien beschreiben soll. Nun greift er fiinf einzelne Modelle heraus, um sie im 
Detail ausfiihrlicher zu behandeln. Dabei definiert er eine Stufenordnung von den 
4-dimensionalen~ technisch-physikalischen Quaternionen (auch _,,longitudinale‘ 
genannt) iiber 6-dimensionale ,,hexavectors‘‘ und 7-dimensionale ,,transversale 
Quaternionen“ bis zu den 8-dimensionalen ,,octavectors‘‘, das sind Quaternionen 
mit komplexen Komponenten. Ihre Algebra ergibt erst bei den 8-Vektoren eine 
abgeschlossene Gruppe. Ferner bauen sich entsprechende Affinoren und Tensoren 
darauf auf. 

Diese fiinf Modelle sind nun: 1. das elektromagnetische Modell der ,, Quatern- 
ionen-Potential-Pyramide“, 2. das Modell der elastischen Deformationen im 
4-dimensionalen Raum mit elektromagnetischen Analogien, 3. das technische 
Modell der Bewegungen im 6-dimensionalen Raum (mit Anwendungen wie ela- 
stische K6rper, Druck in Fliissigkeiten, Bewegung eines Aeroplanes), 4. das 
quantenmechanische Modell von Dirac, 5. das Wellenmodell von DE BROGLIE. — 
Der Aufstieg zum vollen System der 8-Vektoren ist mit dem 4. Modell erreicht, 
worin die vorangehenden von niedrigerer Dimension einzubetten sind. Beim 
5. Modell erscheint die HAmittonsche Quaternionengeometrie. 

Die ungewohnte Ausdrucksweise und Symbolik erfordert, wie schon im ersten 
Buch, begreiflicherweise ein schwierigeres Zurechtfinden bei der Lektiire. Immer- 
hin ist es abermals beachtenswert, wie ein AuBenseiter in den verschiedensten 


Gebieten der modernen theoretischen Physik bewandert ist. 
A. AIGNER, Graz 


Handbuch der Physik — Encyclopedia of Physies. Herausgegeben von S, FLUGGE. 
Band XLII: Kernreaktionen III. Mit 276 Textabb., VII, 626 S._ Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. Geb. DM 135.—, Subskr.- 
Preis DM 108.—. 


Der erste Abschnitt des nunmehr vorliegenden 3. Teiles von Bd. XLII des 
Handbuches der Physik behandelt die Kernisomerien und wurde von D. E. ALBur- 
GER (USA) verfaBt. Nach einer kurzen Einfiihrung und historischen Ubersicht 
iiber die Entwicklung seit der Entdeckung der Kernisomerien durch Haun 1921 
wird die empirische Klassifizierung durch GoLDHABER und SUNYAR besprochen. 


Acta Physica Austriaca. Bd. XII/1. 8 
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Daran schlieBt sich die Behandlung der Strahlungen, welche von isomeren Kernen 
ausgehen. Den gréBten Abschnitt bildet eine Ubersicht iiber die experimentellen 
Methoden, welche in 4 Teile zerfallt: I. Die Messung der Koeffizienten der internal 
conversion, II. Die Messung der relativen Intensitaten, III. Winkelkorrelation 
und IV. Isomere Lebensdauern. Die letzten zwei Abschnitte behandeln unsere 
gegenwartige Kenntnis der Kernisomerien und die Lebensdauern. Dieser Artikel 
bringt sehr anschauliche Termschemata mit genauen Daten der Energieniveaus 
und Tabellen iiber die experimentell gefundenen Werte bis zum Jahre 1957. Eine 
kurze Diskussion des Materials und ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis be- 
schlieBt diesen 4uBerst gelungenen Bericht. 

Der nachste Abschnitt ist dem Alphazerfall gewidmet und stammt von I. PERL- 
MAN und J. O. Rasmussen. Dieser Artikel zerfallt in vier Kapitel. Das erste be- 
handelt die Energien der Alphateilchen und Kernzustande, der zweite die Kinetik 
des Alphazerfalls fiir den g—g-Typ der Kerne, der dritte fiir den ungeraden Kern- 
typ und der vierte die Behandlung individueller Zerfallsschemata. Aus der Fiille 
des Stoffes sei besonders auf die Theorie des Zerfalls unter Beriicksichtigung~ 
nichtzentraler Kernkrafte hingewiesen. M. A. PRESTON gab zum ersten Mal eine 
allgemeine naherungsweise Behandlung dieses Problems 1949 an, welches eine Ver- 
feinerung der bisherigen Theorie des Alphazerfalls darstellt. Eine ausgiebige Her- 
anziehung der Gruppentheorie liefert die sehr elegante Durchfiihrung des kom- 
plizierten Problems. 

Der dritte Artikel aus der Feder von E. K. Hyper und G. T. SEABORG gibt eine 
Ubersicht iiber die Transuraniumelemente, jene schwersten Elemente im periodi- 
schen System, die in der letzten Zeit groBtes wissenschaftliches Interesse erlangt 
haben. Dieser ausgezeichnete Bericht bringt alle bekannten Daten dieser 
Elementengruppe, sowohl in chemischer als auch in physikalischer Hinsicht. 

Der vierte Artikel von G. R. Bishop und R. Witson behandelt den Kern- 
photoeffekt. Nach einer Einleitung iiber die Quellen von Gammastrahlen und 
R6éntgenstrahlen wird die Theorie am Deuteron vorgefiihrt, woselbst sie am klarsten 
durchzufiihren ist. Sowohl die Beriicksichtigung elektrischer Quadrupolmomente 
als auch nichtzentraler Krafte findet hier ihre Behandlung. Der Vergleich mit den 
Experimenten gestattet eine Uberpriifung der theoretischen Voraussagen. In den 
weiteren Kapiteln wird der Photozerfall von Kernen erértert, die jenseits des 
Deuteriums liegen. Eine Zusammenstellung der Schwellwerte, Wirkungsquer- 
schnitte und alle wichtigsten Daten der Feinstruktur und Niveaubreiten findet man 
hier in iibersichtlichen Tabellen zusammengestellt. Am Schlusse wird auch die 
Wirkung der Ladungsunabhangigkeit diskutiert und an Hand spezieller Probleme 
erortert. 

Der fiinfte und gréBte Abschnitt behandelt die Winkelkorrelationen und wurde 
von S. Devons und L. J. B. Go_tprars verfaBt. Dieses Gebiet ist erst in jiingster 
Zeit sehr bedeutungsvoll geworden, wenngleich sich die Anfange seiner Entwicklung 
bis in die erste Zeit der Entstehung der Kernphysik zuriickverfolgen lassen. Im 
ersten Kapitel wird die Darstellung quantenmechanischer Systeme durch Eigen- 
zustande des Drehimpulsoperators durchgefithrt und die Transformation zwischen 
den verschiedenen Darstellungen erértert. Hier findet man eine Ubersicht iiber die 
Koeffizienten der CLeBscH-GoRDAN-Reihe und von Racan. Auch die Matrizen 
der Drehungen und Dichten sowie das 9—j-Symbol von WiGNER werden hier sehr 
klar eingefithrt. Daran schlieBt sich die allgemeine Theorie fiir Prozesse mit Zu- 
standen definierter Symmetric, nichtdefinierter Symmetrie und mehr. Auch 
Prozesse, bei denen simultane Emission und Absorption von zwei Strahlungen 
auftreten, sind nicht vergessen worden. Den Abschlu® bildet die Anwendung der 
bereitgestellten Formeln auf die Theorie der Mesonen, schwere Mesonen und 


a ve 
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Hyperonen. Eine ausfiihrliche Zusammenstellung der verwendeten Bezeichnungs- 
weise und der bisherigen Literatur erleichtert die Behandlung dieses sehr schwierigen 
Kapitels. 

Der letzte Abschnitt von R. J. BLin-SToyLe und N. a. Grace befaBt sich mit 
den orientierten Kernen. Nach einer allgemeinen Formulierung des Problems 
wird die Erzeugung und die Eigenschaften orientierter Kerne besprochen. Die zur 
Orientierung notwendigen Parameter werden iibersichtlich zusammengestellt und 
die Eigenschaften und die Methoden zur Feststellung orientierter Kerne aus- 
einandergesetzt. Winkelverteilung und Polarisation der Strahlung orientierter 
Kerne wird nach dem derzeitigen Stand der Theorie angegeben und die daraus zu 
ziehenden Schliisse werden sorgfaltig behandelt. 

Den AbschluB bildet eine Ubersicht iiber die experimentellen Resultate, wobei 
besonders auf den Vergleich mit der Theorie eingegangen wird. 

Auch dieser Teil des Bandes XLII des in Erscheinung begriffenen Handbuches 
der Physik fligt sich ausgezeichnet in den Rahmen des vom Herausgeber gestellten 
Zieles. P. URBAN, Graz 


The Theory of Protons and Electrons. The Relativistic Quantum Field Theory of 
Charged Particles with Spin One-half. Von J. M. Jaucu and F. RouwrRticu. 
Mit zahlreichen Textabb., XIV, 488 S. Cambridge/Mass.: Addison-Wesley 
Publishing Comp. Inc. 1955. Geb. $ 10.—. 

Das vorliegende Buch stellt die derzeit beste und klarste Darstellung der 
Quantenelektrodynamik dar und bringt die ganze Entwicklung der letzten Jahre 
von einem modernen Gesichtspunkte aus. Da die Quantenelektrodynamik zu einem 
gewissen AbschluB gelangt ist, war die Herausgabe einer Ubersicht zur Notwendig- 
keit geworden und erleichtert das Studium dieses wichtigen Abschnittes der 
modernen theoretischen Physik. Die Fiille des Stoffes gestattet dem Referenten 
nur einiges herauszugreifen. 

Im 1. Kapitel iiber die allgemeinen Prinzipien werden die Erhaltungssatze 
auf Grund der Transformationseigenschaften hergeleitet. Die verwendete Metrik 
ist leider um ein Minuszeichen von der heute iiblichen FEynmManschen Metrik 
verschieden, was vielleicht als Abweichung von der in der Literatur tblichen als 
erschwerend angesehen werden kann. Hier handelt es sich aber nur um eine 
formale Angelegenheit, die weiter keine besondere Bedeutung besitzt. Dagegen ist 
die Verwendung des im Abschnitt 1 bis 8 behandelten Wirkungsprinzipes von 
SCHWINGER nicht mehr ganz gerechtfertigt, da von HUGENHOLTZ in einer neueren 
Arbeit gezeigt wurde, da es nur in einer kanonischen Darstellung erfiillt ist. 

Besonders sch6n ist die Behandlung des Strahlungsfeldes und des Photonen- 
spins, welche wohl nirgends auf kleinem Raum in so praziser Art zu finden sein 
wird. Auch die Darstellung der Invarianzeigenschaften gekoppelter Felder in 
Kap. 5 ist 4uBerst klar und bringt alles Wesentliche tiber die heute so wichtigen 
Transformationen des Raumes, der Zeit und der Ladungskonjugation. 

Daran schlieBt sich im Kapitel 6 die Behandlung der Nebenbedingung und des 
longitudinalen Feldes, welche bekanntlich das MAaxwettsche Feld zum schwierig- 
sten machen. Hier nimmt die Methode von Gupta, welche eine zentrale Stellung 
elnnimmt, den ihr zukommenden Platz ein. 

Im Kapitel 7 wird die S-Matrix-Theorie und die Wellenmatrix ausfithrlich 
behandelt, wobei auf die wichtigen Arbeiten von LipMANN und SCHWINGER Riick- 
sicht genommen wird. 

Das Kapitel 8 ist der Auswertung der S-Matrix gewidmet und bringt die Theorie 
der Graphen im Orts- und Impulsraum sowie die hier notwendigen Substitutions- 
vorschriften. Ausfiihrliche Beispiele sorgen fiir die Einarbeitung und richtige 


B* 
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Durchfiihrung des Verfahrens von FEyNMaN. Auch die Methoden von YANG und 
FELDMAN sowie von KALLEN fiir die Auswertung der S-Matrix im HEISENBERG- 
Bild wurden diskutiert. 

Im Kapitel 9 werden alle auftretenden Divergenzen erértert und an Hand der 
Selbstenergie von Photon und Elektron das Renormierungsverfahren erklart, das 
dann im Kapitel 11 allgemeine Behandlung findet. 

Die anschlieBenden Kapitel bringen durchgerechnete Beispiele, wie CoMPTON- 
Effekt, MoLLER-Streuung usw., an denen die vorher bereitgestellten Methoden vor- 
gefiihrt werden. 

Das letzte Kapitel 16 ist speziellen Problemen gewidmet und behandelt die 
Infrarotkatastrophe, Strahlungsdampfung etc. und gibt abschlieBend einen Aus- 
blick auf die Zukunft. : 

Besonders zu erwahnen sind die Anhange, welche alles Wissenswerte tiber die 
singularen Funktionen, Gammamatrizen und Lésungen bringen. Auch die Dar- 
stellung der erweiterten LoRENTz-Gruppe wird in der Klassifizierung von 
WATANABE gezeigt. 

Ein ausfiihrliches Namens- und Sachverzeichnis beschlieBt dieses sehr lesens- — 
werte Werk, das allen Fachkollegen warmstens empfohlen werden kann. 

P. UrBan, Graz 


Elektrische Gasentladungen. Von F. M. PENNING. Mit 29 Textabb., VI, 77 S. 
Eindhoven: Philips’ Technische Bibliothek. 1957. S 58.—. 


Der Name PENNING im Zusammenhang mit einem Buch iiber Gasentladungen 
verspricht von vornherein einiges und trotzdem scheint man im Augenblick etwas 
enttauscht, wenn man dieses kaum 90 Seiten starke Biichlein in die Hand bekommt. 
Bei genauerer Einsichtnahme ist es jedoch auch dem kritischen Leser vollauf ge- 
wachsen. In sauberer und klarer Darstellung enthalt es die wesentlichen Grund- 
lagen der Gasentladungsphysik. Es wird vom Verfasser besonderer Wert darauf 
gelegt, die verschiedenen Entladungsformen jeweils von den elementaren Pro- 
zessen der Elektronen- und Ionenbildung bis iiber die Raumladungsstrukturen mit 
ihrem EinfluB auf den Entladungsablauf anschaulich herauszuarbeiten. Die be- 
sprochenen Erscheinungen (unselbstandige Bogenentladung und die selbstandigen 
Entladungen mit ihren vielen Zwischenstufen) folgen organisch aufeinander. Be- 
sondere Erwahnung verdient das tibersichtliche Bild- und WKurvenmaterial, in 
seiner Vielfalt eine eindringliche Erganzung des geschriebenen Wortes. 

Wenn im Geleitwort steht, es handle sich um eine kurze Ubersicht, die nichts 
weiter sein will als Ausgangspunkt zu tieferen Studien, kann man dem hinzufiigen, 
daB es ein hervorragender Ausgangspunkt ist, der in seiner Klarheit auch den 
mit der Materie enger Vertrauten fesseln wird. Was die Aufmachung des Buches 
anlangt, so reiht es sich in dieser Beziehung nur in die bekannte Qualitat der 
Philips-Biicher ein. N. Pucker, Graz 


Physikalische Abhandlungen aus der Sowjetunion. Band 9: Ferromagnetismus. 
Folge 1. Herausgegeben von der Physikalischen Gesellschaft in der Deutschen 
Demokratischen Republik. Mit 5 Textabb., 129 S. Leipzig: Akademische Ver- 
lagsgesellschaft Geest & Portig K.-G. 1957. DM 16.—. 


Das Biichlein enthalt zehn Arbeiten zur Theorie des Ferro- und Antiferro- 
magnetismus, die aus den Jahren 1954 und 1955 stammen. Den Anfang macht 
eine kritische Betrachtung des HamiLtron-Operators der Elektronenbewegung in 
einem idealen Kristallgitter. Im Gegensatz zu friiheren Arbeiten werden sowohl 
die quasiklassischen Glieder als auch die elektrischen und magnetischen Austausch- 
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wechselwirkungsglieder beriicksichtigt. Unter Verwendung der eleganten Schreib- 
weise der zweiten Quantelung wird gezeigt, da8 die Matrixelemente der quasi- 
klassischen und der Austauschwechselwirkung von derselben Gr6éBenordnung sind, 
und man im allgemeinen deshalb nicht eines gegen das andere vernachlassigen darf. 

Der so ziemlich komplizierte Energieoperator wird fiir den Fall tiefer Tem- 
peraturen einer Methode der Elementaranregungen zugrundegelegt, in der die 
Magnonen der Bose-Statistik unterworfen sind. Dieser oft kritisierte Schonheits- 
fehler der Theorien des Ferromagnetismus konnte auch hier nicht behoben werden. 
Es existieren in der deutschsprachigen Literatur der letzten Jahre zwei Arbeiten, 
die einen Weg dazu andeuten, jedoch erst im Jahre 1956. Im Gebiet hoher Tem- 
peraturen verwenden die Autoren die Methode des Energieschwerpunktes und er- 
halten schlieBlich Ausdriicke fiir die freie Energie des hexagonalen Gitters bei 
Fehlen eines auBeren Feldes sowie fiir die magnetische Anisotropiekonstante. 

Zwei folgende Arbeiten beschaftigen sich mit der quantenmechanischen Theorie 
der Magnetostriktion, wobei ebenfalls tiefe Temperaturen und Anwendbarkeit von 
Bose-Statistik fiir die Magnonen vorausgesetzt wird. Sehr lesenswert ist auch die 
Arbeit iber Photoelektronenemission bei Ferromagnetika, in der die Geschwindig- 
keitsverteilung der Photoelektronen und die Temperaturabhangigkeit des Photo- 
stromes in der Nahe des Curiepunktes abgeleitet werden. Die Arbeit zeigt, daB 
auch heute noch die elementare Wellenmechanik in ihren Anwendungen nicht ganz 
ausgeschopft ist. 

Ein Beitrag, der sich eng an den ersten in der Reihe anschlieBt, ist die Be- 
rechnung der magnetischen Wechselwirkung beim s — d-Austauschmodell fiir einen 
_ ferromagnetischen Kristall. Auch hier wird nur von den Fermioperatoren der 
zweiten Quantisierung zu den Bosr-Operatoren des Elementaranregungsmodells 
ubergegangen. So gelingt es, zu zeigen, daB sich die Energie des Systems aus der 
Energie der Spinwellen (Magnonen) und der Energie der Leitungselektronen zu- 
sammensetzt, wozu noch Glieder héherer Naherung kommen, die StoBprozessen 
von Quasiteilchen untereinander entsprechen. 

Weitere allgemeine Arbeiten wiederholen teilweise schon Gesagtes, sind aber 
sehr angenehm zu lesen, da sie hinsichtlich der Bezeichnungsweise einheitlich an- 
gelegt sind und immer den iibersichtlichen Formalismus der zweiten Quantelung 
verwenden, mit Ausnahme einer Arbeit zur Theorie des Antiferromagnetismus, 
die fiir den Temperaturbereich um den Curiepunkt gedacht ist und dement- 
sprechend quasiklassische Ziige aufweist. Unter anderem wird versucht, die 
Methode des Energieschwerpunktes auf antiferromagnetische Gitter anzuwenden. 

Jedem, der an der Theorie des Magnetismus interessiert ist, wird die deutsche 
Ubersetzung dieser Arbeiten, welche die bereits in den ,,Fortschritten der Physik‘ 
erschienenen bestens ergainzt, sehr willkommen sein. H. STIPPEL, Graz 


Radioaktive Isotope. Ihre Herstellung und Anwendung. Von K. SCHMEISER. Mit 
193 Textabb., XI, 246 S. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. 
Geb. DM 48.60. 

Die Anwendungsméglichkeiten radioaktiver Isotope auf den verschiedensten 
Gebieten werden immer zahlreicher. Insbesondere auch der Kernphysik ferner 
stehende Personen sind immer haufiger gezwungen, sich mit den Eigenschaften 
radioaktiver Praparate und ihrer Verwendung zu befassen. Dem tragt das vor- 
liegende Buch Rechnung, in dem zwei Kapitel an die Spitze gestellt werden, die 
das nétige Grundwissen iiber Atomaufbau und Radioaktivitat vermitteln sollen. 
AnschlieBend werden kiinstliche Herstellung und Eigenschaften radioaktiver 
Isotope behandelt. Der Hauptteil des Buches aber ist den Nachweis und Mef- 
methoden fiir radioaktive Strahlung gewidmet. Eine Fiille wertvoller Hinweise 
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fiir den Praktiker, iiber die im einzelnen zu berichten auf knappem Raum un- ; 


méglich ist, machen diesen Band zu einem unentbehrlichen Helfer fiir jeden, der 
sich auf seinem Arbeitsgebiet der radioaktiven Isotope bedienen will. Ein eigenes 
Kapitel befaBt sich mit Autoradiographie, ein Abschnitt tiber Strahlenwirkung und 
Strahlenschutz wird seinem Zweck durch umfangreiche Tabellen gerecht. Der 
letzte Teil des Werkes bringt Anwendungsbeispiele aus den verschiedensten Ge- 
bieten. L. HanxKE, Graz 


Industrielle Kraft- und Wirmewirtschaft. Von F. A. F. ScuHmipt und A. BECKERS. 
(Sammlung Géschen: Band 318/318a.) Mit 73 Textabb., 167 S. Berlin: 
W. de Gruyter & Co. 1957. DM 4.80. 


Das Biichlein, dessen Inhalt etwa einer Einfiihrungsvorlesung aus Kraft- und 
Warmewirtschaft entspricht, bringt nach einer Diskussion der in Frage kommenden 
Energieformen die warmetechnischen Grundlagen der Energieumwandlung und 
beriicksichtigt hierin auch bereits die Kernenergie. Ein Abri8 der Kostenrechnung 
wird gegeben und mit Zahlenbeispielen illustriert. AnschlieBend wird die Energie- 
wirtschaft verschiedener Industriezweige im einzelnen betrachtet und auch auf 
Fragen der Betriebsiiberwachung eingegangen. Als kurze und leicht zu lesende 
Einfiihrung in die Energiewirtschaft ist das Werk sehr zu empfehlen. 

Hi. STIPpEL, Graz 


Einfiihrung in die transzendenten Zahlen. Von TH. SCHNEIDER. (Die Grundlehren 
der mathematischen Wissenschaften: Band 81.) VII, 150 S. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. DM 21.60, geb. DM 24.80. 


In einer knappen, doch inhaltsreichen und auf das Wesentliche konzentrierten 
Form bringt das Buch einen guten Abri®B der Theorie der transzendenten Zahlen 
nach dem gegenwartigen Stande. Dabei werden aber, wo es darauf ankommt, 
Verstandnis zu wecken und Einblicke in die Methoden zu gewahren, auch lang- 
wierige Beweisgange ausfiihrlich wiedergegeben. Natiirlich setzt die Lektiire eine 
gewisse Vertrautheit mit der Lehre von den algebraischen Zahlen sowie mit den 
Hilfsmitteln der komplexen Funktionentheorie voraus. 

Es beginnt mit den schon lange bekannten LiouviLLEschen Transzendenten, 
woran sich Verallgemeinerungen und moderne scharfere Approximationssiatze 
(THUE-SIEGEL-RotH) zwanglos anschlieBen. Es folgen Transzendenzresultate aus 
dem Gebiete der im Komplexen periodischen Funktionen, wie der Exponential- 
funktion und der elliptischen Funktionen, worin die speziellen Transzendenz- 
resultate iiber e und zw enthalten sind; desgleichen tiber «?, Ellipsenbogen und 
Ellipsenumfang. Einen breiteren Raum nehmen auch die vier MAHLERSchen Zahlen- 
klassen mit ihren zum Grofteil noch ungelésten Problemen ein; dabei wird ihr 
Zusammenhang mit den Klassen nach KoxKksMA eingehend behandelt. Weiters 
folgt das Transzendenzmab, speziell wieder eines der Zahl e, sowie ein langeres 
KKapitel tiber die algebraische Unabhangigkeit von transzententen Zahlen, welche 
ja neben der Transzendenz der Zahlen die zweite wichtige Grundfrage darstellt. 
Kin kurzer Anhang faBt einige im Text bendtigte Hilfssitze iiber diophantische 
Losungen linearer Ungleichungs- und Gleichungssysteme noch iibersichtlich zu- 
sammen, 

Am Schlu8 (vor dem Anhang) wagt Verfasser, welcher so manches Ergebnis 
selbst erzielte, in einer interessanten Vorschau einige ungeléste Fragen als nicht 


ganz aussichtlos aufzuzahlen und sie anderen, als derzeit véllig aussichtslos be- | || 
zeichneten, z. B. die algebraische Abhangigkeit von e und m7, gegeniiberzustellen. |} 


A. AIGNER, Graz 
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The Development and Meaning of Eddington’s Fundamental Theory. Including a 
compilation from Eddington’s unpublished manuscripts. Von N. B. SLATER. 
XI, 299 S. Cambridge: At the University Press. 1957. 40 s. 

Die Kenner des als au erst schwer verstandlich bekannten Werkes von 
EDDINGTON mégen sich nicht zu friih freuen — das vorliegende Buch macht die 
Gedanken, die zweifellos zu den originellsten auBerhalb des strengen Lehrgebaudes 
der Physik existierenden gehéren, keineswegs leichter zuganglich. Es besteht aus 
einer sorgfaltig angelegten vergleichenden Sammlung friiherer und endgiiltiger 
Fassungen der Eppincronschen Theorie, zeigt aber genau so wenig wie diese 
einen Weg, auf dem die Methoden mit gutem Gewissen in die strenge Wissenschaft 
tubernommen werden kénnten. Wer sich in die Gedanken der ,,Fundamental- 
Theory jedoch vertiefen will, wird in dem Werk von SLATER eine kaum ent- 
behrliche Hilfe finden. H. STIpPpEL, Graz 


Farbenlehre und Farbenmessung. Eine kurze Einfiihrung. Von W. ScHULTZE. 
Mit 55 Abb. in 68 Einzeldarstellungen, darunter 4 farbige Abb., IV, 61 S. Berlin- 
Gottingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1957. DM 9.80. 

Die Entwicklung der Technik hat es mit sich gebracht, daB heute bereits auf 
vielen Gebieten die wissenschaftliche Farbenmessung an Stelle der subjektiven 


_ Bewertung getreten ist. Aus diesem Grunde ist es begriiBenswert, daB sich jemand 


der Miihe unterzogen hat, fiir die groBe Anzahl der durch diese Entwicklung Be- 
troffenen eine wirklich verstandliche Einfiihrung in die wissenschaftliche Farben- 
lehre und Farbenmessung zu schreiben. Dem Autor gelingt es ohne besondere 
Voraussetzungen und ohne jede Mathematik einen ersten Uberblick iiber dieses 
Gebiet zu geben. Sehr dankenswert ist die Behandlung der tatsachlich verwendeten 
Farbsysteme, besonders des C.I.E.-Systems. Bemerkenswert ist die leicht ver- 
standliche Schreibweise. 

Nach einer allgemeinen Einfiihrung betitelt ,,Das Wesen der Farbe“ folgen 
die Kapitel: Das C.I.E.-System. Die empfindungsgemafen Systeme. Die Methoden 
der Farbmessung und Farbbewertung. Beziehungen zwischen spektraler Energie- 
verteilung und farbmetrischer Bewertung. Besonders Einfliisse bei der Farb- 


_betrachtung. Fluorescenzfarben. Praktische Anwendung der Farbenmetrik. Zur 
Frage der asthetischen Farbbewertung. FEinige Literaturhinweise, ein Namens- 


und Sachverzeichnis erganzen das Biichlein. A. PURGATHOFER, Wien 


The Relativistic Gas. Von J. L. Synce. 108 S. Amsterdam: North-Holland 


Publishing Company. 1957. 
Das vorliegende Buch ist hauptsachlich als Erganzung gedacht zu der Mono- 


| graphie des Verfassers ,,Relativity: The Special Theory’’. Es werden des 6fteren 
_Formeln von dort iibernommen. 


In der ersten Halfte gibt der Verfasser eine in allen Punkten kovariante Ab- 


-leitung der statistischen Verteilungsfunktion sowie der Grundgesetze fiir das ge- 
-wohnliche BottzMann-Gas. Dabei sind in parallel laufenden Betrachtungen so- 


wohl die Masseteilchen als auch die ruhmasselosen Photonen behandelt. Das Ein- 


-setzen der relativistischen Effekte wird sodann durch ein geeignetes Temperatur- 


ma erfaBt und im AnschluB daran die Geschwindigkeits- und Energieverteilung 
diskutiert. Es folgt die Ableitung der Adiabatengleichung und die Untersuchung 
des Gleichverteilungssatzes. In beiden Fallen kénnen fiir Grenztemperaturen ein- 
fache Gesetze angegeben werden. Das Glanzstiick des Buches ist zweifellos das 
letzte Kapitel ,,Shock Waves‘. Es ist hier wirklich kaum eine Betrachtung tiber 
die Druckfortpflanzung ausgelassen. Ein Anhang erdffnet die Aussicht auf Ver- 


allgemeinerung. 
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Der Verfasser dachte vor allem, mit dieser Schrift dem Relativisten einen Zu- 
gang zu der Gasstatistik zu verschaffen. Das ist ihm wohl mit seiner pragnanten 
und dsthetischen Art vollauf gegliickt. Man verzeiht ihm deshalb sein liicken- 
haftes Literaturverzeichnis und begriiBt die Einschrankung auf den einfachsten 


Fall. Obwohl solide relativistische Kenntnisse Voraussetzung sind, ware eine Ver- 
breitung dieses Buches auch in der thermodynamischen Fachwelt sehr zu begriiBen. 


H. Repp, Graz 


Vacuum. A Review of Developments in Vacuum Research and Engineering, 


Mit dieser viermal im Jahr erscheinenden Zeitschrift hat es sich die Edwards 
High Vacuum LTD, England, zur Aufgabe gemacht, in kurzen Ziigen tber die 
wichtigsten und interessantesten Ergebnisse der Vakuumtechnik und -forschung 
zu berichten. Im vorliegenden Heft (Vol. IV, Nr. 3), das eine Reihe von Artikeln 
aus den verschiedensten Gebieten der Vakuumtechnik enthalt, zeigt sich das ge- 
lungene Bestreben, das vorliegende Gebiet in seiner groBen Vielseitigkeit auf- 
zurollen. a 

Unter den in das Heft aufgenommenen Arbeiten erregt besonders ein Beitrag 
iiber das Arbeiten mit radioaktiven Gasen in Hochvakuumapparaturen gesteigertes 
Interesse. Ausgehend von einer Einleitung tiber die Eigenschaften der abge- 
handelten Gase Tritium, Krypton-85 und Xenon-133 leitet sie iiber in eine genaue 
Beschreibung der nun auch schon kommerziell erstehbaren notwendigen Appara- 
turen, wobei ein besonderes Augenmerk dem Schutz vor eventuellen Gesundheits- 
schaden geschenkt wird. Die Erzeugung von Tritium aus einer Lithium-Magnesium- 
Legierung mit thermischen Neutronen, wobei im wesentlichen nach der Reaktion 
88Li(n, x)?! H Tritium entsteht, die Trennung und Reinigung von Tritium werden 
eingehend beschrieben. Dazu kommt noch die Herstellung der so wichtigen 
Tritium-Zirkonium-Targets, die Herstellung und Reinigung von Krypton-85 und 
Xenon-133 sowie wertvolle Hinweise iiber die industriellen Anwendungsméglich- 
keiten dieser drei Isotopen. 


Der umfangreichste Teil der Nummer besteht jedoch aus einer nach einzelnen . 
Gebieten der Vakuumtechnik zusammengefaBten Sammlung von Arbeiten mit : 


kurzen Inhaltsangaben. Auf Grund dieser iibersichtlich zusammengestellten 
, Abstracts“ kann sich der interessierte Leser iiber etwaige einschlagige Arbeiten 
informieren und findet zugleich angegeben, wann und wo die dazugehdérige Original- 
literatur erschienen ist. Man kann hier Literatur ausgehend von den allgemeinen 
Fragen der Vakuumforschung bis in spezielle Detailgebiete hinein finden. 
Zusammen mit den im ,,Vakuum‘ ver6dffentlichten Arbeiten und Hinweisen 


werden diese ,,Abstracts‘‘ und damit auch die Zeitschrift selbst eine wertvolle * 
Hilfe fiir alle jene sein, die sich in irgend einer Form mit Fragen der Vakuum- - 


technik und der einschlagigen Forschung beschaftigen. N. Pucker, Graz 


Herausgeber, Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, “Wien at Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt! 


verantwortlich: Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 


Acta Physica Austriaca, Band 12, Heft 1 


i 
Fortsetzung von der II, Umschlagseite 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und hilt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi®verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen womdglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, da8 der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 


wenden, also (a + bd)/e statt eal oder e pny statt e AT 7 
c 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuSnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Yermeidung unnétiger Wiederholungen) 
~ gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. Dempster, 
Nature 136, 180 (1935). 


Autorenkorrekturen, das hei8t nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten tiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


SPRINGER-VERLAG IN WIEN 


Die Isolierstoffe der Elektrotechnik 


Von 


Dr. techn. Wilhelm Oburger 
Dipl.-Ing., Zivilingenieur fiir Elektrotechnik, Wien 


Mit 356 Textabbildungen und 3 Ausschlagtafeln. VII, 542 Seiten. Gr.-8°. 1957 
Ganzleinen S 660.—, DM 110.—, sfr. 112.60, $ 26.20 


, Die groBen Fortschritte der Elektrotechnik in den letzten Jahren hangen eng 
mit der Entwicklung der Isolierstoffe zusammen. Bisher sind im Vergleich zu dem 
umfangreichen Schrifttum iiber elektrische Gerate und Maschinen nur wenige 
Werke iiber Isolierstoffe erschienen. Dem Konstrukteur bietet sich dieses um- 
fassende Werk als Quelle einer raschen und iibersichtlichen Information an... 

Die ersten fiinf Kapitel des Buches dienen der Unterrichtung tiber die wich- 
tigsten Eigenschaften der Isolierstoffe. Der Verfasser geht hier besonders auf die 
Erwarmung und Abkiihlung von KGrpern ein. Ein weiteres Kapitel ist den Vor- 
schriften und Priifungen gewidmet. Es sind alle europdischen Lander, die USA 
und die UdSSR beriicksichtigt. In den folgenden Teilen des Buches werden die 
einzelnen Isolierstoffe besprochen... Das Buch ist recht umfassend geschrieben 
und dabei doch iibersichtlich geblieben. Die Zahl der guten Abbildungen und 
Tafeln ist auBerordentlich groB..." 

Tonindustirie-Zeitung und Keramische Rundschau 


Zu beziehen durch Ihre Buchhandlung 


Grundlagen der Strahlenbiologie 


Von Prof; Dr. Z. M. Baeq, Liége, und Dr. P. Alexander, London 


Deutsche Ubersetzung herausgegeben von Priv.-Doz. Dr. H.-J. Maurer, Bern ~ 


1958, XII, 396 Seiten, 115 Abbildungen in 173 Einzeldarstellungen, Gr.-8° 
Ganzleinen DM 49.50 


Die Verfasser geben einen vorziiglich ausgewogenen Uberblick des heutigen Wissens auf dem Gebiet der _ 
Strahlenbiologie. Neben den gesicherten Befunden werden auch die noch offenen Fragen und Problem-_ 
stellungen eingehend behandelt, da gerade sie zu neuen Untersuchungen Anregung geben kénnen. 


Im Hinblick auf die zunehmende Bedeutung der Strahlenbiologie infolge der sich immer weiter aus- — 


breitenden Anwendung ionisierender Strahlen bei der Behandlung von Geschwulstkrankheiten, in Technik 
und Wissenschaft, ist dieses auf den neuesten Stand unserer Kenntnisse gebrachte Buch hochaktuell. Neben 
der Behandlung von Grundlagen haben sich die Autoren auch ausfiihrlich mit der Anwendung der strahlen- 


biologischen Erkenntnisse in der Praxis beschdaftigt. ; ates : 
Die von den Verfassern gewahlte Form 148t das Buch zu einer spannenden Lektiire eines der interessan- 


testen Kapitel der Jetztzeit werden. 


Medizinische Réntgentechnik 


Lehrbuch 2 
fiir medizinisch-technische Assistentinnen, Arzte und Studierende 


Herausgegeben von Prof. Dr. H. Schoen, Karlsruhe 


Unter Mitarbeit von Dipl.-Phys. Dr. E. BuNDE, Miinchen, Priv.-Doz. Dr. 
W. FRoMMHOLD, Berlin, Dr. V. Lorcx, Miinchen, Dr. D. ScHoEN, Tiibingen. 


Ul. Physikalisch-technischer Teil: 
1. Grundlagen der Strahlendiagnostik und Strahlentherapie (mit Apparatekunde). 
Von DiplL.-Phys. Dr. E. Bunpr, Miinchen 
2. Réntgenphotographie. Von Dr. V. LoEck, Miinchen 


2., neubearbeitete und erweiterte Auflage, 1958 
XII, 463 Seiten, 281 Abbildungen, Gr.-8°, Ganzleinen DM 48.— 
(Mengenpreis ab 10 Expl. DM 39.60) 


Der Il, Teil dieses in seltener Geschlossenheit vorliegenden Lehrbuches wurde durch den Physiker 
Dr. Bunve vollstandig tiberarbeitet und erweitert. Das Kapitel itber die radioaktiven Isotopen ist zu einer 
Technik der Anwendung geschlossener und offener radioaktiver Substanzen umgestaltet worden. Die neue- 
sten Vorschriften der Berufsgenossenschaften fiir den Umgang mit radioaktiven Stoffen wurden beschrieben. 
Im Kapitel Dosimetrie wurden die Ergebnisse der erst kiirzlich erzielten Klarung der Begriffe und Einheiten 
mit verarbeitet. Die Strahlenschutzvorschriften sind, ihrer Wichtigkeit entsprechend, eingehend behandelt. 
Die Rontgentechnik wurde auf die Blendentechnik, die Hartstrahltechnik, die Schichtaufnahmetechnik, die 
Anwendung von Belichtungsautomaten und den Réntgenbildverstarker erweitert. Die Technik der Pendel- 
und Siebbestrahlung wird ausfiihrlich geschildert. 


Einfuhrung in die MeStechnik 
der Kernstrahlung : 
und die Anwendung der Radioisotope 


Von Prof. Dr. H. Fassbender, Erlangen 


1958. XII, 223 Seiten, 142 Abbildungen und 15 Tabellen, Gr.-8° 
abwaschbarer Plastikeinband DM 37.50 


Das Buch ist fiir alle diejenigen bestimmt, die sich in dieses interessante und wichtige Gebiet einarbeiten 
wollen, insbesondere fiir Naturwissenschaftler, Mediziner und Ingenieure der verschiedensten Richtungen. 
Ganz besonders ist das Buch den Studierenden zugedacht. Nach einer kurz gefa8ten atomphysikalischen 
Einleitung werden im einzelnen der Nachweis von schnellen Teilchen, bzw. Strahlen, ferner Strahlungs- 
meBgerate fiir die verschiedensten Zwecke, die Anwendung der Radioisotope und der Strahlenschutz ein- 
gehend behandelt. Der Verfasser war aber bestrebt, sich auf das Wesentliche zu beschranken und dieses 
leicht verstandlich darzustellen. Mathematische Spezialkenntnisse werden zum Verstandnis nicht voraus- 
gesetzt. f 


GEORG THIEME VERLAG-STUTTGART 
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